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Intégralité, rationalité et indépendance de l en cohomologie l -adique
sur les corps locaux

Résumé. On étudie deux problèmes sur les traces en cohomologie l-adique sur les
corps locaux à corps résiduels finis. Dans la première partie, on décrit le comportement
des complexes de faisceaux l-adiques entiers par les six opérations de Grothendieck et
le foncteur des cycles proches. Dans la deuxième, on aborde le problème de rationalité
et d’indépendance de l . Plus précisément, on introduit une notion de compatibilité
pour les systèmes de complexes l-adiques et établit sa stabilité par lesdites opérations,
dans un cadre un peu plus général (équivariant sous des groupes finis). L’outil principal
dans ce travail est un théorème de de Jong sur les altérations.
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Integrality, Rationality, and Independence of l in l -adic Cohomology
over Local Fields

Abstract. We study two problems on traces in l-adic cohomology over local fields
with finite residue fields. In the first part, we describe the behavior of integral com-
plexes of l-adic sheaves under Grothendieck’s six operations and the nearby cycle func-
tor. In the second part, we tackle the problem of rationality and independence of l .
More precisely, we introduce a notion of compatibility for systems of l-adic complexes
and establish its stability by the above operations, in a slightly more general context
(equivariant under finite groups). The main tool in this work is a theorem of de Jong on
alterations.

Keywords: integrality, independence of l , l-adic cohomology, local field, nearby cy-
cles, alteration.

2000 Mathematical Subject Classification: 14F20, 11G25.



Remerciements

Je tiens tout d’abord à remercier mon directeur de thèse, Luc Illusie, pour ses en-
couragements permanents et ses critiques incessantes, sans lesquels ce travail n’aurait
jamais vu le jour. Pendant ces trois dernières années, sa patience et sa disponibilité
m’ont beaucoup touché et ses nombreux conseils vont bien au-delà d’une thèse. Je
voudrais lui témoigner ici ma gratitude profonde.

Je remercie vivement Pierre Deligne et Takeshi Saito d’avoir bien voulu écrire des
rapports sur cette thèse. Je remercie également Pierre Berthelot, Yves Laszlo, Gérard
Laumon et François Loeser, qui m’ont fait l’honneur d’accepter de faire partie du jury.

Des remarques d’Ofer Gabber m’ont fait éviter une erreur. Par ailleurs, une sugges-
tion de Nicholas M. Katz m’a permis de simplifier certaines preuves. Je les en remercie
chaleureusement l’un et l’autre. Sophie Morel et Fabrice Orgogozo ont lu avec soin une
première version de ce travail et m’ont fait parvenir de longues listes de commentaires.
Je leur en suis très reconnaissant. Je remercie également Wei Xiong et Hang Xue pour
leurs observations.

J’ai pu faire mes études en France grâce à une coopération entre l’Université Paris-
Sud et l’Université de Tsinghua. Je voudrais exprimer ici ma gratitude à tous ceux qui
y ont participé. Je pense en particulier à Jean-Marc Fontaine et Michel Raynaud, ainsi
qu’à leurs homologues chinois Keqin Feng, Yi Ouyang, Zhi-Ying Wen et Zhiyong Zheng,
qui ont veillé sur moi où que je fusse.

Un grand merci à mes copains matheux du pays, qui ont créé autour de moi une
ambiance amicale : Huayi Chen, Ke Chen, Miaofen Chen, Zongbin Chen, Yong Hu,
Yongquan Hu, Zhi Jiang, Xiangyu Liang, Li Ma, Peng Shan, Yichao Tian, Jilong Tong,
Shanwen Wang, Han Wu, Yi-Jun Yao, Guodong Zhou.

Enfin, ma reconnaissance toute particulière s’adresse à mes parents, et à toute ma
famille, pour leur compréhension et leur soutien constant.

iii





Table des matières

Introduction 1
Bibliographie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

I Sur la cohomologie des faisceaux l -adiques entiers sur les corps locaux 5
1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
2 Intégralité et six opérations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
3 Diviseurs à croisements normaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
4 Démonstration de 2.4 à 2.8 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
5 Variantes et cycles proches . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
6 Appendice : Intégralité sur les champs algébriques . . . . . . . . . . . . . . 32
Bibliographie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

II Sur l’indépendance de l en cohomologie l -adique sur les corps locaux 39
Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
1 Indépendance de l et six opérations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

1.3 Formalisme l-adique équivariant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
1.8 Traces locales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
1.13 E-compatibilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

2 Descente galoisienne et indépendance de l sur un corps fini . . . . . . . . 54
3 Altérations galoisiennes et réduction au cas des courbes . . . . . . . . . . . 58
4 Indépendance de l des cycles proches et fin de la démonstration de 1.16 . 68
5 Appendice : Indépendance de l sur les champs algébriques . . . . . . . . . 76
Bibliographie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

v





Introduction

Soient k = Fq un corps fini, k̄ une clôture séparable. Le groupe de Galois Gal(k̄/k)
est Ẑ, avec pour générateur topologique canonique le Frobenius géométrique F qui
envoie a sur a1/q . Plusieurs résultats classiques sont connus pour les problèmes d’in-
tégralité, de rationalité et d’indépendance de l de Tr(Fn ,ρ), où n ∈ Z et ρ : Gal(k̄/k) →
GL(m,Ql ) est une représentation l-adique provenant de la cohomologie l-adique des
schémas séparés de type fini sur k, l - q .

Deligne a étudié le problème d’intégralité dans [SGA7, XXI 5]. Soit X un schéma
de type fini sur k. Pour x un point fermé de X, on a x = Speckx , où kx est un corps
fini, extension finie de k. On choisit x̄ = Speckx un point géométrique algébrique au-
dessus de x et on note Fx ∈ Gal(kx /kx ) le Frobenius géométrie qui envoie a sur a1/#kx .
Un faisceau l-adique F sur X est dit entier [ibid., 5.1] si pour tout point fermé x de X,
les valeurs propres de Fx agissant sur Fx̄ sont des entiers algébriques. Pour f : X → Y
un morphisme de schémas séparés de type fini sur k, Deligne [ibid., 5.2.2] démontre
que les Ri f! préservent les faisceaux entiers et décrit la divisibilité des valeurs propres
de Fx par des puissances de q . En plus, il établit la stabilité des faisceaux entiers par les
Ri f∗ sous l’hypothèse de la résolution des singularités [ibid., 5.6].

Dans les années 1980, Gabber a prouvé l’indépendance de l de la cohomologie
d’intersection [Fuj02, Th. 1] : pour X un schéma propre sur un corps fini k = Fq , équi-
dimensionnel et i ∈Z, det(1− tF,IHi (Xk̄ ,Ql )) est un polynôme dans Z[t ], indépendant
de l - p. Il déduit ce résultat d’un théorème général d’indépendance de l [ibid., Th. 2] :
les systèmes E-compatibles sont stables par les six opérations. Ici E est une extension
de Q munie d’un système de plongements (E ,→ Qlλ)λ∈I. La définition de système E-
compatible est ponctuelle, comme celle des faisceaux entiers, mais virtuelle. Un sys-
tème (Lλ)λ∈I d’éléments des groupes de Grothendieck des faisceaux lλ-adiques sur X
est E-compatible si pour tout point fermé x de X et tout n ≥ 1, Tr(Fn

x , (Lλ)x̄ ) est, via les
plongements donnés, un élément de E indépendant de λ.

L’objet de cette thèse est de transposer ces théorèmes connus pour les schémas sur
un corps fini au cas des schémas sur un corps local, par lequel on entend le corps des
fractions d’un anneau de valuation discrète hensélien excellent de corps résiduel fini.

Le problème d’intégralité sur un corps local a été abordé récemment par Deligne-
Esnault [DE06]. Soient K un corps local de corps résiduel k = Fq , K une clôture sépa-
rable de k. Le groupe de Galois Gal(K/K) est une extension de Gal(k̄/k) par le groupe
d’inertie. D’après le théorème de monodromie locale de Grothendieck, siΦ ∈ Gal(K/K)
est un relèvement de F ∈ Gal(k̄/k) et si ρ : Gal(K/K) → GL(n,Ql ) est une représenta-
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2 Introduction

tion l-adique, l - q , les valeurs propres de Φ ne dépendent pas, à multiplication par
une racine de l’unité près, du relèvement choisi. Comme dans le cas d’un corps fini, on
dit qu’un faisceau F est entier [ibid., 0.1], si pour tout point fermé x = SpecKx de X,
les valeurs propres d’un relèvement Φx ∈ Gal(Kx /Kx ) du Frobenius géométrique agis-
sant sur Fx̄ sont des entiers algébriques. Cette définition ne dépend pas des choix de
Φx . Deligne-Esnault établissent un analogue [ibid., 0.2] du théorème de Deligne. Plus
précisément, ils prouvent que les Ri f! préservent les faisceaux entiers et décrivent éga-
lement la q-divisibilité. Ils déduisent de ce théorème l’intégralité des Hi (XK,FK) pour
F entier [ibid., 0.3].

Dans la première partie de cette thèse, on décrit, plus généralement, le comporte-
ment de l’intégralité et de la q-divisibilité par les foncteurs usuels : les six opérations
de Grothendieck et le foncteur des cycles proches RΨ. On introduit pour cela la notion
de faisceau entier inverse, déjà étudiée par Deligne dans le cas d’un corps fini [SGA7,
XXI 5.5.3 (iii)], et une mesure de la q-divisibilité inspirée des « jauges » de Mazur-Ogus.
On prouve notamment les résultats espérés dans [Ill06, 5.5]. Dans un appendice on
généralise les résultats sur les six opérations aux champs algébriques.

Pour les résultats sur les six opérations, l’ingrédient essentiel est un théorème de
de Jong, grâce auquel on se réduit, par les techniques usuelles de descente cohomo-
logique, au cas crucial de R j∗F , pour l’inclusion j : U → X du complémentaire d’un
diviseur à croisements normaux D dans un schéma X lisse sur K et d’un faisceau F

lisse sur U et modérément ramifié le long de D. On déduit ce cas du cas des courbes.
Pour les résultats sur RΨ, la stratégie de démonstration est similaire. À nouveau,

l’ingrédient clef est un théorème de de Jong, qui permet de se ramener au cas de
RΨX/SRu∗F . Ici S = SpecR, où R est l’anneau des entiers de K, X est à réduction semi-
stable sur S, u est l’inclusion X −D → Xη, où Xη est la fibre générique de X, D est un
diviseur de X, réunion de la fibre spéciale de X et des composantes horizontales, tel que
(X,D) soit un couple semi-stable sur S, F est un faisceau lisse sur X−D, modérément
ramifié le long de D. L’étude de ce cas, plus délicate qu’on ne pouvait s’y attendre,
repose sur une compatibilité technique (I 5.6(ii)) généralisant [Ill02, 1.5 (a)].

La deuxième partie de cette thèse est consacrée à l’étude de la rationalité et de
l’indépendance de l . Soit X un schéma séparé de type fini sur K. On dit qu’un sys-
tème (Lλ)λ∈I d’éléments des groupes de Grothendieck des faisceaux lλ-adiques est E-
compatible si pour tout point fermé x de X, tout n ≥ 1 et tout relèvement φ du n-ième
itéré du Frobenius géométrique, Tr(φ, (Lλ)x̄ ) est, via les plongements E ,→Qlλ donnés,
un élément de E indépendant de λ. On établit la stabilité des systèmes E-compatibles
par les six opérations et le foncteur des cycles proches. On donne aussi une nouvelle
démonstration du théorème de Gabber.

Plusieurs obstacles se présentent dans l’étude de la E-compatibilité. Première-
ment, les faisceaux E-compatibles ne sont stables ni par passage à un sous-objet, ni
par passage au quotient. C’est une des raisons pour lesquelles on travaille toujours
dans les groupes de Grothendieck. Deuxièmement, la E-compatibilité est sensible aux
morphismes finis. Dans l’étude de la E-compatibilité, il est donc naturel d’utiliser les
résultats de de Jong sur les altérations équivariantes [dJ97], ce qui amène à généraliser
le problème au cas équivariant sous des actions de groupes finis. En fait, les théo-
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rèmes sont énoncés dans le cas équivariant. Une technique de Deligne-Lusztig permet
dans la démonstration de se débarrasser des actions de groupes finis par descente
galoisienne.

En ce qui concerne la stabilité par les six opérations, la première étape de la dé-
monstration consiste à se réduire au cas des courbes. L’ingrédient essentiel est un raf-
finement [Vid04, 4.4], dû à Gabber, de résultats de de Jong, grâce auquel on se ramène
au cas de R j∗L pour l’inclusion j : U → X du complémentaire d’un diviseur à croise-
ments normaux G-strict D dans un schéma régulier X et des complexes G-équivariants
Lλ sur U à faisceaux de cohomologie lisses, modérément ramifiés le long de D. Le cas
des courbes sur un corps fini est connu [Del73, 9.8], d’où une démonstration indé-
pendante du théorème de Gabber. Dans le cas d’un corps local, on déduit le cas des
courbes, à l’aide des résultats de de Jong, d’un cas particulier de la stabilité par RΨ.
L’étude de ce cas repose aussi sur la compatibilité technique établie dans la première
partie de cette thèse. La stabilité par RΨ en général découle de ce cas particulier et
encore une fois des résultats de de Jong.

Les schémas équivariants sont mieux compris dans le contexte de leurs champs
quotients associés. Il est donc naturel de considérer le problème d’indépendance de l
pour les champs algébriques. C’est ce qu’on fait dans un appendice. On montre no-
tamment que les six opérations préservent les systèmes E-compatibles pourvu qu’on
se borne aux morphismes relativement de Deligne-Mumford.
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Partie I

Sur la cohomologie
des faisceaux l -adiques entiers
sur les corps locaux

1 Introduction

Soient R un anneau de valuation discrète hensélien excellent de corps résiduel fini
de caractéristique p, K son corps des fractions. Un tel corps sera appelé corps local. Soit
η= SpecK.

Soit X un schéma de type fini sur η. On désigne par |X| l’ensemble de ses points
fermés. Pour x ∈ |X|, le corps résiduel κ(x) de X en x est une extension finie de K. On
note Rx son anneau des entiers, x0 le point fermé de SpecRx . Soient x̄ un point géomé-
trique de X au-dessus de x de corps résiduel κ(x̄) une clôture séparable de κ(x), Rx̄ la
normalisation de Rx dans κ(x̄), x̄0 le point fermé de SpecRx̄ . Soit Fx ∈ Gal(κ(x̄0)/κ(x0))
le Frobenius géométrique qui envoie a sur a1/q , où q = #κ(x0).

Fixons un nombre premier l 6= p. On désigne par Ql une clôture algébrique de Ql .
Soit F un Ql -faisceau sur X. D’après le théorème de monodromie locale, les valeurs
propres d’un relèvementΦx ∈ Gal(κ(x̄)/κ(x)) de Fx agissant sur Fx̄ sont bien définies à
multiplication près par des racines de l’unité [Del80, 1.7.4].

Rappelons qu’on dit que F est entier [DE06, 0.1] si les valeurs propres de Φx sont
des entiers algébriques pour tout x ∈ |X|. Cette intégralité est stable par image directe
à support propre [ibid., 0.2]. La démonstration utilise l’analogue de ce résultat sur un
corps fini [SGA7, XXI 5.2.2].

L’objet de cet article est d’étudier, plus généralement, le comportement de l’inté-
gralité par les foncteurs usuels : les six opérations et le foncteur des cycles proches. De
façon plus précise, on examine le comportement par ces foncteurs de la divisibilité des
valeurs propres des Φx par des puissances de q . On introduit pour cela une mesure
de la q-divisibilité inspirée des « jauges » de Mazur-Ogus. On prouve notamment les
résultats espérés dans [Ill06, 5.5].

Dans un travail ultérieur (la deuxième partie de cette thèse), on examine le com-
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6 I. Sur la cohomologie des faisceaux l-adiques entiers sur les corps locaux

portement de la rationalité et de l’indépendance de l par les mêmes opérations.
Les résultats concernant les six opérations sont exposés au § 2. Au § 3 on traite le

cas crucial de R j∗F , pour l’inclusion j : U → X du complémentaire d’un diviseur à
croisements normaux D dans un schéma X lisse sur η et d’un faisceau F lisse sur U et
modérément ramifié le long de D. Les démonstrations des résultats du § 2 sont don-
nées au § 4. L’ingrédient essentiel est un théorème de de Jong, grâce auquel on se réduit
au cas traité au § 3 par les techniques usuelles de descente cohomologique. Le résultat
principal du § 5 est la stabilité de l’intégralité par le foncteur des cycles proches RΨ.
À nouveau, l’ingrédient clef est un théorème de de Jong, qui permet de se ramener au
cas d’un couple strictement semi-stable et d’un faisceau lisse sur le complémentaire
du diviseur D réunion de la fibre spéciale et des composantes horizontales et modéré-
ment ramifié le long de D. L’étude de ce cas, plus délicate qu’on ne pouvait s’y attendre,
repose sur une compatibilité technique (5.6 (ii)) généralisant [Ill02, 1.5 (a)]. Au § 6 on
généralise la notion d’intégralité aux champs algébriques.

Je remercie chaleureusement L. Illusie pour m’avoir suggéré ce sujet, pour son aide
à la composition de cet article, et pour sa lecture minutieuse des diverses versions du
manuscrit. Je suis reconnaissant à G. Laumon pour une simplification de la démons-
tration de 5.6 (ii). Je remercie également O. Gabber, F. Orgogozo et le rapporteur pour
leurs remarques et suggestions.

2 Intégralité et six opérations

On conserve les notations du § 1. On désigne par Q la clôture algébrique de Q
dans C. Pour r ∈ Q, on note qr l’unique élément de Q∩R>0 vérifiant (qr )b = q a , où
a,b ∈Z sont tel que r = a

b , b 6= 0. Soit X un schéma de type fini sur η.

Définition 2.1. Fixons un plongement ι :Q→Ql . On dit qu’unQl -faisceau F sur X est
r -entier (resp. r -entier inverse) si pour tout point fermé x de X, et toute valeur propre
α de Φx agissant sur Fx̄ , α/ι(qr ) (resp. ι(qr )/α) est entier sur Z, où q = #κ(x0). Cette
définition ne dépend pas des choix de Φx et de ι. On dit que F est entier (resp. entier
inverse) s’il est 0-entier (resp. 0-entier inverse).

Les Ql -faisceaux entiers (resp. r -entiers, resp. entiers inverses, resp. r -entiers in-
verses) sur X forment une sous-catégorie épaisse [Gro57, 1.11] de Modc (X,Ql ), notée
Modc (X,Ql )ent (resp. Modc (X,Ql )r -ent, resp. Modc (X,Ql )ent−1 , resp. Modc (X,Ql )r -ent−1 ).

Soient K′ une extension finie de K, Z un schéma de type fini sur K′, G ∈ Modc (Z,Ql ).
Alors G est r -entier (resp. r -entier inverse) relativement à K′ si et seulement s’il est r -
entier (resp. r -entier inverse) relativement à K.

Rappelons que pour les schémas X séparés de type fini sur un schéma S régulier
de dimension ≤ 1, et en particulier sur η, on dispose, par [Eke90, § 6], d’une catégorie
triangulée Db

c (X,Ql ) et d’un formalisme de six opérations : R f∗, R f!, f ∗, R f !, ⊗, RH om.
La catégorie Db

c (X,Ql ) est la 2-limite inductive des catégories Db
c (X,Eλ), où Eλ parcourt

les extensions finies de Ql contenues dans Ql . Si Oλ est l’anneau des entiers de Eλ,
Db

c (X,Eλ) est déduite de la catégorie Db
c (X,Oλ) définie dans [ibid.] par extension des
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scalaires de Oλ à Eλ. Le formalisme construit dans [ibid.] pour Db
c (−,Oλ) se transpose

trivialement.
Ce formalisme a un sens pour les schémas de type fini sur S (pas nécessairement

séparés), et ce n’est que pour certaines opérations (R f! et R f !) qu’on a besoin d’une
hypothèse de séparation sur les morphismes. Pour un formalisme sans hypothèse de
séparation, voir l’appendice (§ 6).

La définition qui suit est inspirée de la notion des « jauges » de Mazur-Ogus [BO78,
8.7].

Définition 2.2. Soit ε : Z→Q une fonction. On dit qu’un objet K ∈ Db
c (X,Ql ) est entier

(resp. ε-entier, resp. entier inverse, resp. ε-entier inverse) si pour tout i ∈ Z, H i (K) est
entier (resp. ε(i )-entier, resp. entier inverse, resp. ε(i )-entier inverse).

On désigne la sous-catégorie pleine de Db
c (X,Ql ) formée des objets entiers (resp.

ε-entiers, resp. entiers inverses, resp. ε-entiers inverses) par

Db
c (X,Ql )ent (resp. Db

c (X,Ql )ε-ent, resp. Db
c (X,Ql )ent−1 , resp. Db

c (X,Ql )ε-ent−1 ).

Lorsque ε est constant, Db
c (X,Ql )ε-ent et Db

c (X,Ql )ε-ent−1 sont des sous-catégories trian-
gulées. On abrège parfois Db

c (X,Ql ) en Db
c (X).

On note I la fonction d’inclusion de Z dansQ.

2.3. Soient r , r1, r2 ∈Q.
Pour F ∈ Modc (X,Ql )r1-ent, G ∈ Modc (X,Ql )r2-ent, on a

F ⊗G ∈ Modc (X,Ql )(r1+r2)-ent.

Pour K ∈ Db
c (X,Ql )(r I+r1)-ent, L ∈ Db

c (X,Ql )(r I+r2)-ent, on a

K⊗L ∈ Db
c (X,Ql )(r I+r1+r2)-ent.

De même pour « entier inverse ».
Pour F ∈ Modc (X,Ql )r1-ent−1 lisse, G ∈ Modc (X,Ql )r2-ent, on a

H om(F ,G ) ∈ Modc (X,Ql )(r2−r1)-ent.

Pour F ∈ Modc (X,Ql )r1-ent lisse, G ∈ Modc (X,Ql )r2-ent−1 , on a

H om(F ,G ) ∈ Modc (X,Ql )(r2−r1)-ent−1 .

Soit f : X → Y un morphisme de schémas de type fini sur η. Alors f ∗ préserve les
complexes ε-entiers (resp. ε-entiers inverses).

Théorème 2.4. Soient f : X → Y un morphisme séparé de schémas de type fini sur η,
F un Ql -faisceau entier (resp. entier inverse) sur X. Alors pour tout point fermé y
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de Y, (R f!F )y est entier et (I − n)-entier (resp. I-entier inverse et n-entier inverse), où
n = dim( f −1(y)). En particulier, R f! induit

Db
c (X)ent → Db

c (Y)ent,(2.4.1)

Db
c (X)I-ent → Db

c (Y)(I−dr )-ent,(2.4.2)

Db
c (X)I-ent−1 → Db

c (Y)I-ent−1 ,(2.4.3)

Db
c (X)ent−1 → Db

c (Y)dr -ent−1 ,(2.4.4)

où dr = maxy∈|Y| dim f −1(y) est la dimension relative.

Le cas « entier » ((2.4.1) et (2.4.2)) de 2.4 est un théorème de Deligne-Esnault [DE06,
0.2].

Théorème 2.5. Soient f : X → Y un morphisme séparé de schémas de type fini sur η,
dX = dimX. Alors R f∗ induit

Db
c (X)ent → Db

c (Y)ent,(2.5.1)

Db
c (X)I-ent → Db

c (Y)(I−dX)-ent,(2.5.2)

Db
c (X)I-ent−1 → Db

c (Y)I-ent−1 ,(2.5.3)

Db
c (X)ent−1 → Db

c (Y)dX-ent−1 .(2.5.4)

Sans hypothèse de séparation de f , (2.5.1), (2.5.3) et (2.5.4) sont encore vrais.

L’hypothèse de séparation est également superflue pour (2.5.2). On peut l’éliminer
ou bien en étudiant la q-divisibilité en dehors d’un sous-schéma de dimension fixée,
ou bien en utilisant une théorie de R f! sans hypothèse de séparation (voir 6.5).

Théorème 2.6. Soient f : X → Y un morphisme séparé de schémas de type fini sur η,
dY = dimY, dr = maxy∈|Y| dim f −1(y). Alors R f ! induit

Db
c (Y)ent → Db

c (X)−dr -ent,(2.6.1)

Db
c (Y)I-ent → Db

c (X)(I−dY)-ent,(2.6.2)

Db
c (Y)I-ent−1 → Db

c (X)(I+dr )-ent−1 ,(2.6.3)

Db
c (Y)ent−1 → Db

c (X)dY-ent−1 .(2.6.4)

Soient X un schéma de type fini sur η, aX : X → η. Rappelons que Ra !
XQl est glo-

balement défini (pas de problème dans le cas séparé, dans le cas général par [BBD82,
3.2.4]). On pose DX = RH om(−,Ra !

XQl ).

Théorème 2.7. Soient X un schéma de type fini sur η, dX = dimX. Alors DX induit

Db
c (X)op

ent−1 → Db
c (X)−dX-ent,(2.7.1)

Db
c (X)op

I-ent−1 → Db
c (X)I-ent,(2.7.2)

Db
c (X)op

I-ent → Db
c (X)(I+dX)-ent−1 ,(2.7.3)

Db
c (X)op

ent → Db
c (X)ent−1 .(2.7.4)

De plus, pour K ∈ Modc (X,Ql )ent−1 , H a(DK) est (a +1)-entier, −dX ≤ a ≤−1.
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Théorème 2.8. Soient X un schéma de type fini sur η, dX = dimX. Alors RH omX(−,−)
induit

Db
c (X)op

ent−1 ×Db
c (X)ent → Db

c (X)ent,(2.8.1)

Db
c (X)op

I-ent−1 ×Db
c (X)I-ent → Db

c (X)(I−dX)-ent,(2.8.2)

Db
c (X)op

I-ent ×Db
c (X)I-ent−1 → Db

c (X)I-ent−1 ,(2.8.3)

Db
c (X)op

ent−1 ×Db
c (X)ent−1 → Db

c (X)dX-ent−1 .(2.8.4)

3 Diviseurs à croisements normaux

Proposition 3.1. Soient g : X → Y un morphisme fini de schémas de type fini sur η,
L ∈ Db

c (X,Ql ). Alors g∗L est ε-entier (resp. ε-entier inverse) si et seulement si L l’est.

Démonstration. On peut supposer que Y est réduit à un seul point y , X est réduit à un
seul point x et L =F ∈ Modc (X,Ql ). Soient Gy = Gal(κ(ȳ)/κ(y)), Gx = Gal(κ(x̄)/κ(x)). Le
faisceau F correspond à une représentation ρ : Gx → GL

Ql
(Fx̄ ). Soient K′ une exten-

sion finie quasi-galoisienne (i. e., normale) de κ(y) contenant κ(x), x ′ = SpecK′. Pour
s ∈ Gy , soit Fs le faisceau sur x ′ correspondant à la représentation

Gal(κ(x ′)/K′) → GL
Ql

(Fx̄ )

h 7→ ρ(s−1hs).

Ce faisceau ne dépend, à isomorphisme près, que de l’image de s dans Gy /Gx . D’après
la formule de Mackey ([Ser98, 7.3]), on a (g∗F )x ′ '⊕

s Fs , où s parcourt un système de
représentants de Gy /Gx . Donc

g∗F est ε(0)-entier ⇔ (g∗F )x ′ est ε(0)-entier

⇔ les Fs sont ε(0)-entiers ⇔F est ε(0)-entier.

De même pour le cas entier inverse.

Soient, en 3.2 et 3.3, K un corps quelconque, η= SpecK.
On va utiliser le cas spécial suivant du théorème de pureté de Gabber [Fuj02].

Proposition 3.2. Soient n un entier inversible sur η, Λ = Z/nZ. Soit i : Y → X une im-
mersion fermée de schémas réguliers de type fini sur η purement de codimension c. Alors
Ri !Λ'Λ(−c)[−2c].

Gabber a remarqué que ce résultat découle facilement du théorème de pureté re-
lative [SGA4, XVI 3.7]. En effet, i provient par changement de base d’une immersion
fermée i1 : X1 → Y1 de schémas de type fini sur K1, où K1 est un sous-corps de K, ex-
tension de type fini d’un corps premier K0. Alors SpecK1 est le point générique d’un
schéma S1 intègre de type fini sur K0. Quitte à remplacer S1 par un ouvert, on peut
supposer que i1 est la fibre générique d’une immersion fermée i2 : Y2 → X2 de schémas
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de type fini sur S1. Comme X1 (resp. Y1) est un schéma régulier ([EGAIV, 6.5.2 (i)]) et
que X2 (resp. Y2) est de type fini sur K0, donc en particulier, excellent, quitte à rem-
placer X2 et Y2 par des voisinages ouverts de leurs fibres génériques, on peut supposer
que X2 et Y2 sont réguliers (donc lisses sur K0) et i2 est purement de codimension c.
D’après le théorème de pureté relative, Ri !

2Λ'Λ(−c)[−2c]. On conclut par passage à la
limite.

Le lemme suivant est décalqué de [SGA7, XXI 5.2.1].

Lemme 3.3. Soient X un schéma de type fini sur η, aX : X → η, l un nombre premier
inversible sur η, G ∈ Modc (X,Ql ).

(i) Il existe une partie fermée Y de dimension 0 de X telle que aX∗G → aY∗(G |Y) soit
injectif, où aY : Y → η.

(ii) Si X est séparé de dimension n, et si U est un ouvert de X dont le complémentaire Z
est de dimension < n, alors il existe une partie fermée Y de U de dimension 0 et une flèche
surjective aY∗(G |Y)(−n) → R2n aX!G , où aY : Y → η.

Démonstration. (i) est évident.
(ii) Quitte à remplacer X par Xred et à rétrécir U, on peut supposer U régulier pure-

ment de dimension n et G |U lisse. Puisque dimZ < n, on a

0 = R2n−1aZ!(G |Z) → R2n aU!(G |U)
∼−→ R2n aX!G → R2n aZ!(G |Z) = 0,

où aZ : Z → η. Donc on peut supposer X = U. Appliquant (i) à Ǧ = H om(G ,Ql ), on
trouve une partie fermée Y de U de dimension 0 telle que aU∗Ǧ → aY∗(Ǧ |Y) soit injectif,
donc Dη(aY∗(Ǧ |Y)) → Dη(aU∗Ǧ ) surjectif. Par le théorème de pureté 3.2, on a

Dη(aY∗(Ǧ |Y)) ' aY∗(DY(Ǧ |Y)) ' aY∗(G |Y),

Par ailleurs, on a

Dη(aU∗Ǧ ) =H 0(DηRaU∗Ǧ ) 'H 0(RaU!DUǦ ) 'H 0(RaU!G (n)[2n]) = R2n aU!G (n).

D’où le résultat.

On reprend les notations du § 1.

Corollaire 3.4. Soient X un schéma de type fini sur η, aX : X → η, G ∈ Modc (X,Ql ) entier
(resp. entier inverse).

(i) aX∗G est entier (resp. entier inverse).
(ii) Si X est séparé de dimension n, alors aX!G est entier (resp. entier inverse), R2n aX!G

est n-entier (resp. n-entier inverse).

La proposition suivante est décalqué de [SGA7, XXI 5.3 (a)].

Proposition 3.5. Soient j : X ,→ Y une immersion ouverte de schémas de type fini sur η
de dimension 1, G ∈ Modc (X,Ql ) entier. Alors j∗G est entier.
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Démonstration. On se ramène au cas Y affine, puis Y projectif.
Définissons H par la suite exacte courte

0 → j!G → j∗G →H → 0,

d’où la suite exacte
aX∗G → aY∗H → R1aX!G ,

où aX : X → η, aY : Y → η. D’après 3.4 (i), aX∗G est entier. D’après le théorème de
Deligne-Esnault (2.4.1), R1aX!G est entier. Donc aY∗H l’est aussi. Mais H est à sup-
ports dans une partie fermée de dimension 0 de Y, donc H est entier.

Proposition 3.6. Soient X un schéma régulier de type fini sur η de dimension 1, D un
diviseur positif régulier. Posons U = X−D, j : U ,→ X. Soit G un Ql -faisceau lisse sur U,
entier, modérément ramifié sur X. Alors R j∗G est I-entier.

Démonstration. La question est locale sur X. Soit x ∈ |D|. Montrons que (R j∗G )x est
I-entier.

On a G ' (GO ⊗O E)⊗EQl , où E est un corps extension finie deQl , O son anneau des
entiers, GO un O-faisceau lisse (constructible) sur U. En vertu du lemme d’Abhyankar
[SGA1, XIII 5.2], il existe, au voisinage de x, un revêtement fini g : X̃ → X de la forme
X̃ = X[T]/(Tn − t ) où t est une équation locale de x, n est un entier premier à l’expo-
sant caractéristique de K, tel que (g |U)∗(GO ⊗O (O/l 2O )) se prolonge en un faisceau
localement constant sur X̃. Comme G est facteur direct de (g |U)∗(g |U)∗G , on est ra-
mené à montrer le lemme pour le faisceau (g |U)∗(g |U)∗G . Comme g−1(D)red est un
diviseur régulier, on peut alors se ramener à montrer le lemme pour un faisceau G tel
que GO ⊗O (O/l 2O ) se prolonge en un faisceau localement constant sur X, puis au cas
GO ⊗O (O/l 2O ) constant par la formule de projection.

Soient X(x) le hensélisé de X en x, U(x) = X(x) ×X U, j(x) : U(x) ,→ X(x), H = G |U(x).
Alors H ' (HO⊗O E)⊗EQl , avec HO⊗O (O/l 2O ) constant. On a (R j(x)∗H )x = (R j∗G )x ∈
Db

c (x,Ql ). D’après 3.5, ( j(x)∗H )x = ( j∗G )x est entier. Il reste à montrer que (R1 j(x)∗H )x

est 1-entier.
On a une suite exacte de groupes

1 → Ẑ(1) → G → Gal(κ(x̄)/κ(x)) → 1,

où Ẑ(1) = ∏
p ′ 6=car(K)Zp ′(1), G = πmod

1 (U(x)). Le faisceau H correspond à une représen-
tation l-adique de G. D’après le théorème de monodromie locale, la restriction de cette
représentation à Ẑ(1) est quasi-unipotente, donc unipotente. On obtient une filtration
M finie, croissante de H , telle que chaque grM

a H se prolonge en un Ql -faisceau lisse
Ga sur X(x).

Montrons que (R1 j(x)∗Ma)x est 1-entier par récurrence sur a, ce qui achèvera la dé-
monstration de la proposition. L’assertion est claire pour a ¿ 0. Supposons l’assertion
établie pour a −1. La suite exacte courte

0 → Ma−1 → Ma →Ga |U(x) → 0
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donne le triangle distingué

R j(x)∗Ma−1 → R j(x)∗Ma → R j(x)∗(Ga |U(x)) → .

D’après une formule de projection, R j(x)∗(Ga |U(x)) ' R j(x)∗Ql ⊗Ga . On a

(Rq j(x)∗Ql )x =
{
Ql (−q) si q = 0,1,

0 sinon.

Donc on a la suite exacte

( j(x)∗Ma)x → (Ga)x → (R1 j(x)∗Ma−1)x → (R1 j(x)∗Ma)x → (Ga)x (−1).

Ici ( j(x)∗Ma)x est un sous-faisceau de ( j(x)∗H )x , donc entier. Par hypothèse de récur-
rence, (R1 j(x)∗Ma−1)x est 1-entier. Donc (Ga)x est entier, (Ga)x (−1) est 1-entier. On en
déduit que (R1 j(x)∗Ma)x est 1-entier.

Le lemme suivant est une variante de [SGA7, XXI 5.6.2].

Lemme 3.7. Soient X un schéma noethérien régulier, D = ∑
i∈I Di un diviseur stricte-

ment à croisements normaux de X avec (Di )i∈I une famille finie de diviseurs réguliers,
U = X−D, n un entier inversible sur X, Λ=Z/nZ, G ∈ Modc (U,Λ) localement constant,
modérément ramifié sur X.

(i) Soient i ∈ I, U(i ) = X−⋃
h∈I−{i } Dh , Di ,U(i ) = Di ×X U(i ), d’où un diagramme à carré

cartésien

Di ,U(i )
� �

j ′(i ) //

ι′i
��

Di

ιi

��
U

� � j (i )

// U(i )
� � j(i ) // X

Alors le morphisme de changement de base

(3.7.1) ι∗i R j(i )∗(R j (i )
∗ G ) → R j ′(i )∗ι

′∗
i (R j (i )

∗ G )

est un isomorphisme et les faisceaux

ι′∗i Rq j (i )
∗ G , q ∈Z,

sont localement constants, modérément ramifiés sur Di .
(ii) Soit f : Y → X un morphisme de schémas réguliers noethériens. Supposons que

f −1(D) soit un diviseur à croisements normaux et que ( f −1(Di ))i∈I soit une famille de
diviseurs réguliers. Considérons le carré cartésien :

YU
� � jY //

fU

��

Y

f
��

U
� � j // X

Alors le morphisme de changement de base f ∗R j∗G → R jY∗ f ∗
UG est un isomorphisme.
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Démonstration. La question est locale sur X. Soit x un point de X. En vertu du lemme
d’Abhyankar, il existe, au voisinage de x, un revêtement fini g : X̃ → X de la forme

X̃ = X[T1, . . . ,Tr ]/(Tn1
1 − t1, . . . ,Tnr

r − tr )

où les ti sont des équations locales des composantes de D passant par x, et ni des
entiers premiers à l’exposant caractéristique de κ(x), tel que (g |U)∗G se prolonge en
un faisceau localement constant sur X̃. Comme G s’injecte dans (g |U)∗(g |U)∗G et le
quotient G1 est modérément ramifié sur X, on peut itérer cette construction. Pour tout
N ≥ 1, on obtient, quitte à rétrécir X, une résolution

G → (g |U)∗(g |U)∗G → (g1|U)∗(g1|U)∗G1 →···→ (gN|U)∗(gN|U)∗GN.

Donc on est ramené à montrer le lemme pour le faisceau (g |U)∗(g |U)∗G . Comme
g−1(D)red =∑

i∈I g−1(Di )red est un diviseur à croisements normaux avec (g−1(Di )red)i∈I

une famille de diviseurs réguliers, on peut alors se ramener à montrer le lemme pour
un faisceau G qui se prolonge en un faisceau localement constant sur X, puis au cas
G =ΛU par la formule de projection.

Le point (ii) résulte alors de [Fuj02, § 8] et de la fonctorialité des classes des divi-
seurs [SGA4½, Th. finitude, 2.1.1].

Pour (i), notons que Di ,U(i ) est un diviseur régulier de U(i ), de complémentaire U.
Pour tout q ,

ι′∗i Rq j (i )
∗ ΛU '


ΛDi ,U(i )

si q = 0,

ΛDi ,U(i )
(−1) si q = 1,

0 sinon.

est localement constant, modérément ramifié sur Di . On a donc un triangle distingué

ι′i∗ΛDi ,U(i ) (−1)[−2] →ΛU(i ) → R j (i )
∗ ΛU → .

Le morphisme (3.7.1) est un isomorphisme car le morphisme de changement de base
ι∗i R j(i )∗ → R j ′(i )∗ι

′∗
i induit des isomorphismes sur ΛU(i ) en vertu de (ii) et trivialement

sur ι′i∗ΛDi ,U(i ) .

La proposition suivante est décalquée de [SGA7, XXI 5.6.1].

Proposition 3.8. Soient X un schéma de type fini sur η, D un diviseur à croisements nor-
maux. Posons U = X−D, j : U ,→ X. Soit G unQl -faisceau lisse sur U, entier, modérément
ramifié sur X. Alors R j∗G est I-entier.

Démonstration. Le problème étant local pour la topologie étale au voisinage d’un
point fermé de D, on peut supposer D strictement à croisements normaux. Comme
Reg(X) est un ouvert de X contenant D, on peut supposer X régulier.

On pose D =∑
i∈I Di avec (Di )i∈I une famille finie de diviseurs réguliers. On fait une

récurrence sur n = #I. Le cas n = 0 est trivial. Pour n > 0, on choisit i ∈ I et applique 3.7
(i), dont on conserve les notations. Pour tout x ∈ ∣∣Di ,U(i )

∣∣, il existe un sous-schéma ré-
gulier de U(i ) de dimension 1 tel que son intersection avec Di ,U(i ) soit le schéma x. Donc
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R j (i )
∗ G est I-entier, d’après 3.7 (ii) et 3.6. Notons que

∑
h∈I−{i } Dh ∩Di est un diviseur à

croisements normaux de Di de complémentaire Di ,U(i ) , et pour tout q , ι′∗i Rq j (i )
∗ G est

un Ql -faisceaux lisse sur Di ,U(i ) , modérément ramifié sur Di en vertu de 3.7 (i). Donc

ι∗i R j∗G ' R j ′(i )∗ι
′∗
i R j (i )

∗ G est I-entier, d’après l’hypothèse de récurrence. Comme i est
arbitraire, on en conclut que R j∗G est I-entier.

4 Démonstration de 2.4 à 2.8

La proposition suivante est une variante de [Org03, 2.6].

Proposition 4.1. Soient F un corps, X un schéma séparé de type fini sur SpecF, U une
partie ouverte de X.

(i) Il existe un morphisme r0 : X′
0 → X propre surjectif avec X′

0 régulier et un sous-
schéma ouvert fermé W0 de X′

0 contenant r−1
0 (U) tels que r−1

0 (U) soit le complémentaire
d’un diviseur strictement à croisements normaux dans W0.

(ii) Pour tout n ≥ 0, il existe une extension finie radicielle F′ de F et un hyperrecou-
vrement propre n-tronqué s-scindé r• : X′• → XF′ tels que X′

m soit lisse sur SpecF′ et que
r−1

m (UF′) soit le complémentaire d’un diviseur strictement à croisements normaux rela-
tivement à SpecF′ dans un sous-schéma ouvert fermé de X′

m , 0 ≤ m ≤ n.

Démonstration. (i) Au cas où X est intègre et U 6= ;, il existe un morphisme r0 : X′
0 → X

propre surjectif avec X′
0 intègre et régulier tel que r−1

0 (U) soit le complémentaire d’un
diviseur strictement à croisements normaux, en vertu de [dJ96, 4.1]. On prend W0 = X′

0.
Le cas où X est intègre et U = ; en résulte : appliquer le cas précédent à X et la

partie ouverte X pour obtenir r0, et puis prendre W0 =;.
Dans le cas général, soient Xα les schémas réduits associés aux composantes irré-

ductibles de X, a :
∐

Xα → X le morphisme canonique. Alors a est fini et surjectif. Pour
chaque α, appliquons (i) à Xα et U ×X Xα, on obtient φα : (Xα)′0 → Xα propre surjectif
avec (Xα)′0 régulier et un sous-schéma ouvert fermé Wα de (Xα)′0 contenant l’image in-
verse Uα de U tels que Uα soit le complémentaire dans Wα d’un diviseur strictement
à croisements normaux. Posons X′

0 = ∐
(Xα)′0, r0 = a ◦∐

φα, W0 = ∐
Wα. Alors r0 et W0

satisfont aux conditions de (i).
(ii) Cas F parfait. On fait une récurrence sur n. Lorsque n = 0, (ii) dégénère en (i).

Supposons donné un hyperrecouvrement n-tronqué r• : X′• → X vérifiant les conditions
de (ii). On applique (i) au X-schéma (cosqnX′•)n+1 et l’image inverse de U. On obtient
β : N → (cosqnX′•)n+1 propre surjectif avec N lisse sur SpecF et un sous-schéma ouvert
fermé W de N tels que l’image inverse de U dans N soit le complémentaire d’un divi-
seur strictement à croisements normaux relativement à SpecF dans W. L’hyperrecou-
vrement propre (n +1)-tronqué s-scindé associé au triplet (X′•,N,β) [SGA4, Vbis 5.1.3]
vérifie les conditions de (ii) pour n +1.

Cas général. On prend une clôture parfaite F de F et applique (ii) à F, XF et UF. L’hy-
perrecouvrement tronqué et les diviseurs strictement à croisements normaux obtenus
se descendent à une sous-extension finie F′ de F.
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4.2. Démonstration de (2.5.1). Il faut montrer que pour un Ql -faisceau constructible
G sur X, entier, R f∗G est entier.

On fait une récurrence sur d = dimX. Le cas d ≤ 0 est trivial.

Soit d ≥ 1. Choisissons un ouvert affine U
j
,→ X tel que G |U soit lisse et que son

complémentaire Z
i
,→ X soit de dimension < d . Le triangle distingué

i∗Ri !G →G → R j∗ j∗G →

induit le triangle distingué

R( f i )∗Ri !G → R f∗G → R( f j )∗ j∗G → .

Compte tenu de l’hypothèse de récurrence, il suffit de voir que R j∗ j∗G et R( f j )∗ j∗G

sont entiers. Il suffit donc de vérifier le théorème sous l’hypothèse additionnelle que X
est séparé et G lisse.

On a G ' (GO ⊗O E)⊗EQl avec GO lisse. Soit p : X′ → X un revêtement étale surjectif
qui trivialise GO ⊗O (O/m), où m est l’idéal maximal de O . Le faisceau G est facteur
direct de p∗p∗G , de sorte qu’il suffit de voir l’intégralité de R( f p)∗p∗G . Donc il suffit
de vérifier le théorème sous l’hypothèse additionnelle que X est séparé et

4.2.1 G ' (GO ⊗O E)⊗EQl avec GO ⊗O (O/m) constant.

On factorise f en X
j
,→ Z

g−→ Y, où j est une immersion ouverte, g est un morphisme
propre. Comme Rg∗ préserve l’intégralité en vertu du théorème de Deligne-Esnault
(2.4.1), il suffit de prouver l’intégralité de R j∗G . On est donc ramené à démontrer (2.5.1)
pour j et G . Pour cela, on peut supposer Z affine, donc séparé.

Soit i ≥ 0. On applique 4.1 (ii) à j et n = i+1. Quitte à changer les notations, on peut
supposer que l’extension radicielle de loc. cit. est triviale. On obtient un carré cartésien
(de schémas simpliciaux (i +1)-tronqués)

X′•
� � j ′• //

s•
��

Z′•
r•
��

X
� � j // Z

où r• est un hyperrecouvrement propre (i +1)-tronqué s-scindé, Z′
m lisse sur η, j ′m une

immersion ouverte faisant de X′
m le complémentaire d’un diviseur à croisements nor-

maux relativement à η dans une partie ouverte fermée de Z′
m , 0 ≤ m ≤ i +1. D’après la

descente cohomologique,

τ≤i R j∗G ' τ≤i R j∗Rs•∗s∗• G = τ≤i Rr•∗R j ′•∗s∗• G .

Comme Rr•∗ préserve l’intégralité (2.4.1), il suffit de voir l’intégralité des R j ′m∗s∗mG ,
0 ≤ m ≤ i . Or s∗mG satisfait encore à 4.2.1, donc est modérément ramifié sur Z′

m . Il suffit
alors d’appliquer 3.8.
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Proposition 4.3. Soient X un schéma régulier séparé de type fini sur η, purement de
dimension 1, aX : X → η, G un Ql -faisceau lisse sur X, entier inverse. Alors R1aX!G est
1-entier inverse.

Démonstration. On peut supposer que G ' (GO ⊗O E) ⊗E Ql , avec GO lisse. Pour p :
X′ → X un revêtement étale surjectif qui trivialise GO ⊗O (O/m), G est un facteur direct
de p∗p∗G . Ceci permet de supposer GO ⊗O O/m constant. On a

Dη(R1aX!G ) 'H −1(DηRaX!G ) 'H −1(RaX∗Ǧ (1)[2]) = R1aX∗Ǧ (1).

Soit j : X ,→ P une compactification régulière de X. De aX = aP ◦ j on déduit une suite
spectrale

Epq
2 = Rp aP∗Rq j∗Ǧ ⇒ Rp+q aX∗Ǧ .

D’après 3.8 et 3.4, R0aP∗R1 j∗Ǧ est entier. D’autre part, R1aP∗R0 j∗Ǧ est un quotient de
R1aP∗ j!Ǧ , donc entier en vertu de (2.4.1). Donc R1aX∗Ǧ est entier, R1aX!G est 1-entier
inverse.

Démonstration de 2.4. Comme on a déjà remarqué, le cas « entier » ((2.4.1) et (2.4.2))
de 2.4 est démontré dans [DE06, 0.2]. Supposons maintenant F entier inverse. On peut
supposer Y = η, f = aX.

Traitons d’abord le cas X = A1
η. Soient j : U ,→ X un ouvert dense tel que F |U soit

lisse, i : Z ,→ X le fermé complémentaire. La suite exacte

0 → j! j∗F →F → i∗i∗F → 0

donne le triangle distingué

RaU!(F |U) → RaX!F → RaZ!(F |Z) → .

D’après 3.4, RaZ!(F |Z) est entier inverse, R0aU!(F |U) est entier inverse, R2aU!(F |U) est
1-entier inverse. D’après 4.3, R1aU!(F |U) est 1-entier inverse. Donc RaX!F est I-entier
inverse et 1-entier inverse.

Pour le cas général, procédons par récurrence sur n. Le cas n ≤ 0 est trivial. Soit
n ≥ 1. D’après le lemme de normalisation, il existe j : U ,→ X un ouvert dense de X et
un morphisme f : U → Y =A1

η à fibres de dimension ≤ n −1. Soit i : Z ,→ X le complé-
mentaire de U. Alors Z est de dimension ≤ n −1. La suite exacte

0 → j! j∗F →F → i∗i∗F → 0

donne le triangle distingué

RaU!(F |U) → RaX!F → RaZ!(F |Z) → .

Par l’hypothèse de récurrence, RaZ!(F |Z) est I-entier inverse et (n −1)-entier inverse. Il
suffit donc de vérifier la proposition pour F |U. Ceci résulte de la suite spectrale

Epq
2 = Rp aY!R

q f!(F |U) ⇒ Rp+q aU! (F |U),

de l’hypothèse de récurrence appliquée aux fibres de f et du cas d’une droite affine
déjà traité.
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La proposition suivante est un analogue de 3.6.

Proposition 4.4. Soient X un schéma régulier de type fini sur η de dimension 1, D un
diviseur positif régulier. Posons U = X−D, j : U ,→ X. Soit G un Ql -faisceau lisse sur U,
entier inverse, modérément ramifié sur X. Alors R j∗G est I-entier inverse.

Démonstration. Comme Ǧ est lisse, modérément ramifié sur X, entier, R j∗Ǧ est I-
entier en vertu de 3.8. Soit i : D ,→ X. D’après la dualité locale en dimension 1,
i∗R1 j∗G ' (i∗ j∗Ǧ )∨(−1) est 1-entier inverse, i∗ j∗G ' (i∗R1 j∗Ǧ )∨(−1) est entier in-
verse.

La proposition suivante est un analogue de 3.8.

Proposition 4.5. Soient X un schéma de type fini sur η, D un diviseur à croisements
normaux. Posons U = X−D, j : U ,→ X. Soit G un Ql -faisceau lisse sur U, entier inverse,
modérément ramifié sur X. Alors R j∗G est I-entier inverse.

On déduit 4.5 de 4.4 de la même manière qu’on a déduit 3.8 de 3.6.
On déduit (2.5.3) de 4.5 de la même manière qu’on a déduit (2.5.1) de 3.8 en 4.2.

Remarque 4.6. L’assertion (2.6.1) (resp. (2.6.3)) pour f une immersion fermée découle
de ce qui précède. En effet, soient j : Y−X ,→ Y l’ouvert complémentaire, K ∈ Db

c (Y,Ql )
entier (resp. I-entier inverse). On a le triangle distingué

R f !K → f ∗K → f ∗R j∗ j∗K → .

En appliquant (2.5.1) (resp. (2.5.3)) à j , on obtient que f ∗R j∗ j∗K est entier (resp. I-
entier inverse), donc f ∗R j∗ j∗K[−1] l’est aussi (resp. (I−1)-entier inverse). Or f ∗K est
entier (resp. I-entier inverse). On en conclut que R f !K l’est aussi. Cette démonstra-
tion donne un peu plus dans le cas entier inverse : pour K ∈ Modc (Y,Ql )ent−1 , Ra f !K est
(a −1)-entier inverse, a ≥ 1.

4.7. Démonstration de 2.7. On peut supposer X réduit. On fait une récurrence sur dX.
Le cas dX ≤ 0 est trivial. Pour dX ≥ 1, il suffit de montrer que pour K ∈ Modc (X,Ql ) en-
tier (resp. entier inverse), DK est entier inverse et (I+dX)-entier inverse (resp. I-entier
et −dX-entier et H a(DK) est (a +1)-entier, −dX ≤ a ≤−1). Prenons un ouvert j : U ,→ X
régulier purement de dimension dX tel que le complémentaire i : V ,→ X soit de dimen-
sion < dX et que K|U soit lisse. Alors D( j∗K) ' ( j∗K)∨(dX)[2dX].

On a le triangle distingué

(4.7.1) i∗D(i∗K) → DK → R j∗D( j∗K) → .

D’après (2.5.3) (resp. (2.5.1)), R j∗D( j∗K) est (I+dX)-entier inverse (resp. −dX-entier).
D’après l’hypothèse de récurrence, i∗D(i∗K) l’est aussi. Donc DK est (I+dX)-entier in-
verse (resp. −dX-entier).

On a le triangle distingué

j!D( j∗K) → DK → i∗D(Ri !K) → .
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Le terme j!D( j∗K) ∈ D[−2dX ,−2dX] est entier inverse (resp. I-entier). D’après 4.6, Ri !K est
entier (resp. R0i !K est entier inverse et Rai !K est (a −1)-entier inverse, a ≥ 1). D’après
l’hypothèse de récurrence, D(Ri !K) est entier inverse (resp. H 0(D(Ri !K)) est entier et
H a(D(Ri !K)) est (a +1)-entier, a ≤−1, en vertu de la suite spectrale

Epq
2 =H p (D(R−q i !K)) ⇒H p+q (DRi !K)).

Donc DK est entier inverse (resp. I-entier et H a(DK) est (a +1)-entier, −dX ≤ a ≤−1).

Démonstration de 2.5. Les assertions (2.5.1) et (2.5.3) sont déjà démontrées en 4.2 et
4.5. Si f est séparé, alors (2.5.2) et (2.5.4) découlent de 2.4 et 2.7 : R f∗ ' DYR f!DX induit

Db
c (X)I-ent

DX−−→ Db
c (X)op

(I+dX)-ent−1

R f !−−→ Db
c (Y)op

(I+dX)-ent−1

DY−−→ Db
c (Y)(I−dX)-ent,

Db
c (X)ent−1

DX−−→ Db
c (X)op

−dX-ent

R f !−−→ Db
c (Y)op

−dX-ent
DY−−→ Db

c (Y)dX-ent−1 .

Il reste à montrer (2.5.4) sans supposer f séparé. Pour cela, prenons un recouvrement
ouvert affine W → X. Soit g• : cosq0(W/X)• → X. Alors R f∗ ' R f∗Rg•∗g∗• , et il suffit d’ap-
pliquer le résultat du cas séparé.

Remarque. Les assertions (2.6.2) et (2.6.4) découlent de 2.7 : R f ! ' DX f ∗DY induit

Db
c (Y)I-ent

DY−−→ Db
c (Y)op

(I+dY)-ent−1

f ∗
−→ Db

c (X)op
(I+dY)-ent−1

DX−−→ Db
c (X)(I−dY)-ent,

Db
c (Y)ent−1

DY−−→ Db
c (Y)op

−dY-ent

f ∗
−→ Db

c (X)op
−dY-ent

DX−−→ Db
c (X)dY-ent−1 .

Dans le cas f quasi-fini, on peut améliorer (2.5.2) comme suit.

Proposition 4.8. Soit f : X → Y un morphisme quasi-fini séparé de schémas de type fini
sur η avec dX = dimX ≥ 1. Alors R f∗ envoie Db

c (X,Ql )I-ent dans Db
c (Y,Ql )(I+1−dX)-ent.

Démonstration. Par le théorème principal de Zariski, on peut supposer que f est une
immersion ouverte dominante. Soit K ∈ Modc (X,Ql ) entier. On a le triangle distingué

i∗Ri ! f!K → f!K → R f∗K →,

où i : Y−X ,→ Y est le fermé complémentaire. Il suffit donc d’appliquer (2.6.2).

La proposition suivante généralise [DE06, 0.4].

Proposition 4.9. Soient i : X ,→ Y une immersion de schémas de type fini sur η avec Y
régulier, dY = dimY, dc = codim(X,Y), G ∈ Modc (Y,Ql ) entier (resp. entier inverse) lisse.
Soit ε :Z→Q une fonction vérifiant

ε(a) =


dc si 2dc ≤ a < dc +dY,

a +1−dY si dc +dY ≤ a < 2dY,

dY si a = 2dY.

Alors Ri !G est ε-entier (resp. (I−dc )-entier inverse).
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Démonstration. On va montrer que pour toute partie fermée W de X, Ri !
WG est ε-

entier (resp. (I−dc )-entier inverse), où iW : W ,→ Y. Ici on a muni W de la structure
de schéma réduit induite. On fait une récurrence noethérienne. Le cas W = ; est tri-
vial. Pour W 6= ;, on prend un ouvert régulier irréductible j : U ,→ W. Soit iZ : Z ,→ W
son complémentaire. On a le triangle distingué

iZ∗Ri !
ZRi !

WG → Ri !
WG → R j∗ j∗Ri !

WG → .

D’après 3.2, j∗Ri !
WG = R(iW j )!G ' G (−d)[−2d ], où d = codim(U,Y) ≥ dc . Si dU =

dimU = 0, alors R j∗ j∗Ri !
WG est ε-entier car ε(2d) ≤ d ; si dU ≥ 1, alors d’après (2.5.1)

et 4.8, R j∗ j∗Ri !
WG est d-entier et (I+1−d −dU)-entier, donc ε-entier, compte tenu du

fait que d +dU ≤ dY. (Resp. d’après (2.5.3), R j∗ j∗Ri !
WG est (I−d)-entier inverse, donc

(I−dc )-entier inverse.) D’après l’hypothèse de récurrence, Ri !
ZRi !

WG = R(iWiZ)!G est
ε-entier (resp. (I−dc )-entier inverse). Donc Ri !

WG l’est aussi.

4.10. Démonstration de 2.6. Les assertions (2.6.2) et (2.6.4) sont traitées plus haut.
Pour le reste, on fait une récurrence sur dY. Le cas dY < 0 est clair. Pour dY ≥ 0, on peut
supposer Y réduit. Soit G ∈ Modc (Y,Ql ) entier (resp. entier inverse). Il existe un ouvert
régulier U de Y de complémentaire W de dimension ≤ dY −1 tel que G |U soit lisse. On
considère le diagramme à carrés cartésiens

XU

fU

��

� � j ′ // X

f
��

XW

fW

��

? _i ′oo

U
� � j // Y W?

_ioo

On a le triangle distingué

(4.10.1) i ′∗R f !
WRi !G → R f !G → R j ′∗R f !

U j∗G → .

D’après 4.6, Ri !G est entier (resp. I-entier inverse), donc R f !
WRi !G est −dr -entier (resp.

(I + dr )-entier inverse) en vertu de l’hypothèse de récurrence. Il reste à considérer
R f !

U(G |U).

Il suffit de montrer que pour Y régulier et G ∈ Modc (Y,Ql ) entier (resp. entier in-
verse) lisse, R f !G est −dr -entier (resp. (I+dr )-entier inverse). Le problème étant local

sur Y, on peut supposer Y irréductible et que f se factorise en X
iX
,→ An

Y

p−→ Y, où iX est
une immersion fermée. An

Y est irréductible [EGAIV, 4.5.8], donc biéquidimensionnel
[EGAIV, 5.2.1], donc codim(X,An

Y ) = n+dY −dX ≥ n−dr , car dX ≤ dY +dr . Il suffit donc
d’appliquer 4.9 à iX et Rp !G [−2n] = p∗G (n).

4.11. Démonstration de 2.8. Les assertions (2.8.2) et (2.8.4) découlent de 2.7 :

RH omX(−,−) ' DX(−⊗DX−)
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induit

Db
c (X)op

I-ent−1 ×Db
c (X)I-ent

(Id,DX)−−−−→Db
c (X)op

I-ent−1 ×Db
c (X)op

(I+dX)-ent−1

⊗−→ Db
c (X)op

(I+dX)-ent−1

DX−−→ Db
c (X)(I−dX)-ent,

Db
c (X)op

ent ×Db
c (X)ent−1

(Id,DX)−−−−→Db
c (X)op

ent ×Db
c (X)op

−dX-ent

⊗−→ Db
c (X)op

−dX-ent
DX−−→ Db

c (X)dX-ent−1 .

Pour le reste, il suffit de montrer que pour K,L ∈ Modc (X,Ql ), K entier inverse, L entier
(resp. K entier, L entier inverse), RH om(K,L) est entier (resp. I-entier inverse). Par dé-
vissage de K, on se ramène à supposer K de la forme j!G , où j : Y ,→ X une immersion,
G ∈ Modc (Y,Ql ) entier inverse (resp. entier) lisse. Alors

RH omX( j!G ,L) ' R j∗RH omY(G ,R j !L).

Il suffit d’appliquer (2.6.1) et (2.5.1) (resp. (2.6.3) et (2.5.3)).

5 Variantes et cycles proches

Variante 5.1. Soient k un corps fini, l un nombre premier 6= car(k). Soit X un schéma
de type fini sur k. Soit r ∈ Q. On fixe un plongement ι : Q → Ql . On dit qu’un Ql -
faisceau F est r -entier (resp. r -entier inverse) si pour tout point géométrique x̄ au-
dessus d’un point fermé x de X, et toute valeur propre α du Frobenius géométrique
Fx ∈ Gal(κ(x̄)/κ(x)) agissant sur Fx̄ ,α/ι(qr ) (resp. ι(qr )/α) est entier surZ, où q = #κ(x).
Cette définition ne dépend pas du choix de ι. On définit l’intégralité pour K ∈ Db

c (X,Ql )
de manière analogue à 2.2.

On a des résultats similaires pour les diverses opérations : 2.4 à 2.8, 3.8, 4.8, 4.9.
Le cas entier de l’analogue de 2.4 est un théorème de Deligne [SGA7, XXI 5.2.2]. Les
démonstrations des autres résultats sont similaires à celles données aux §§ 3 et 4.

Variante 5.2. Soient R un anneau de valuation discrète hensélien excellent de corps
résiduel fini k = Fpν , K son corps des fractions, S = SpecR, η= SpecK, s = Speck. Soit X
un schéma de type fini sur s. On a un topos X×s η [SGA7, XIII 1.2.4]. Rappelons qu’un
faisceau d’ensembles sur X ×s η est un faisceau sur X s̄ muni d’une action continue
[ibid., 1.1.2] de Gal(K/K), compatible à l’action de Gal(K/K) sur X s̄ (via Gal(K/K) →
Gal(k̄/k)). Fixons un nombre premier l 6= p. Soit F ∈ Modc (X ×s η,Ql ). Pour x ∈ X,
soit Φx ∈ Gal(k̄/κ(x))×Gal(k̄/k) Gal(K/K) un relèvement du Frobenius géométrique Fx ∈
Gal(k̄/κ(x)). D’après le théorème de monodromie locale, les valeurs propres de Φx

agissant sur Fx̄ sont bien définies à multiplication près par des racines de l’unité. Soit
r ∈Q. On fixe ι :Q→Ql . On dit que F est r -entier (resp. r -entier inverse) si pour tout
x ∈ |X| et toute valeur propre α de Φx agissant sur Fx̄ , α/ι(qr ) (resp. ι(qr )/α) est entier
sur Z, où q = #κ(x). Cette définition ne dépend pas des choix de Φx et de ι. On définit
l’intégralité pour K ∈ Db

c (X×s η,Ql ) de manière analogue à 2.2.
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Toute section continue σ de Gal(K/K) → Gal(k̄/k) induit un foncteur exact

σ∗ : Db
c (X×s η,Ql ) → Db

c (X,Ql ).

Un complexe K ∈ Db
c (X ×s η,Ql ) est ε-entier (resp. ε-entier inverse) si et seulement si

σ∗K l’est. Comme σ∗ commute aux six opérations et à la dualité, on déduit de 5.1 des
résultats similaires pour ces opérations : 2.4 à 2.8, 3.8, 4.8, 4.9.

Soient S, η, s, l comme dans 5.2. Le résultat principal de ce § est le suivant.

Théorème 5.3. Soit X un schéma de type fini sur S. Le foncteur des cycles proches

RΨX : Db
c (Xη,Ql ) → Db

c (Xs ×s η,Ql )

induit

Db
c (Xη,Ql )ent → Db

c (Xs ×s η,Ql )ent,

Db
c (Xη,Ql )I-ent−1 → Db

c (Xs ×s η,Ql )I-ent−1 .

5.4. Soient S = SpecR un trait hensélien quelconque,η son point générique, s son point
fermé. On va garder ces notations jusqu’en 5.7.

Définition 5.5. (a) Soient X un S-schéma de type fini, Z une partie fermée contenant
Xs . On dit que le couple (X,Z) est semi-stable si, localement pour la topologie étale, il
est de la forme

(SpecR[t1, . . . , tn]/(t1 . . . tr −π),Z),

oùπ est une uniformisante de R, Z est défini par l’idéal (t1 . . . ts), 1 ≤ r ≤ s ≤ n. Le couple
est dit strictement semi-stable s’il est semi-stable et si Z est la somme d’une famille finie
de diviseurs réguliers de X.

(b) Soit X un S-schéma de type fini. On dit que X est strictement semi-stable si (X,Xs)
est un couple strictement semi-stable.

Soit (X,Z) un couple strictement semi-stable avec Z = ∑
i∈I Di , (Di )i∈I une famille

finie de diviseurs réguliers. Alors Xs =⋃
i∈I−J Di , où J = {i ∈ I |Di 6⊂ Xs }. Soit H =⋃

j∈J D j

la réunion des composantes horizontales. Alors Z = Xs ∪H.

Nous établirons d’abord 5.3 dans le cas semi-stable. Nous aurons besoin pour cela
des points (ii) et (iii) du lemme suivant (la partie (i) est utilisée dans la preuve de (ii)) :

Lemme 5.6. Soient (X,Z) un couple strictement semi-stable sur S, Z = ∑
i∈I Di avec

(Di )i∈I une famille finie de diviseurs réguliers, J comme plus haut, U = X−Z, u l’inclu-
sion U ,→ Xη, Λ = Z/mZ avec m inversible sur S, G ∈ Modc (U,Λ) localement constant,
modérément ramifié sur X.
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(i) Soient i ∈ J, U(i ) = X−⋃
h∈I−{i } Dh , Di ,U(i ) = Di ×X U(i ), d’où un diagramme à carrés

cartésiens

Di ,U(i )
� �

j ′(i ) //

ι′i
��

(Di )η
� � //

(ιi )η
��

Di

ιi

��

(Di )soo

(ιi )s

��
U

� � j (i )

//

u

55U(i )
� � j(i ) // Xη

� � // X Xsoo

Alors la flèche

(5.6.1) α : (ιi )∗s RΨXR j(i )∗(R j (i )
∗ G ) → RΨDi R j ′(i )∗ι

′
i
∗(R j (i )

∗ G )

composée de (ιi )∗s RΨX(Ru∗G ) → RΨDi (ιi )∗η(Ru∗G ) [SGA7, XIII (2.1.7.2)] et du change-

ment de base RΨDi (ιi )∗ηR j(i )∗(R j (i )
∗ G ) → RΨDi R j ′(i )∗ι

′
i
∗(R j (i )

∗ G ) est un isomorphisme.
(ii) Soient i ∈ I− J, U(i ), Di ,U(i ) comme plus haut, d’où un diagramme à carrés carté-

siens
U

� � //
� _

u

��

U(i )� _

��

Di ,U(i )
oo

� _

j ′(i )

��
Di

(ιi )s

��
Xη

� � // X Xsoo

Alors RΨU(i )G 'ΨU(i )G ∈ Modc (Di ,U(i ) ×s η,Λ) est lisse, modérément ramifié sur Di , et le
morphisme

(5.6.2) β : (ιi )∗s RΨXRu∗G → R j ′(i )∗RΨU(i )G

déduit de RΨXRu∗G → (ιi )s∗R j ′(i )∗RΨU(i )G [SGA7, XIII (2.1.7.1)] est un isomorphisme.
(iii) Supposons que J = ;. Soit f : Y → X un morphisme de schémas tel que Y soit

un S-schéma strictement semi-stable avec ( f −1(Di ))i∈I une famille de diviseurs réguliers
de Y. Alors le morphisme

(5.6.3) γ : f ∗
s RΨXG → RΨY f ∗

η G

[SGA7, XIII (2.1.7.2)] est un isomorphisme.

Le point (ii) est une généralisation partielle de [Ill02, 1.5 (a)].

Démonstration. On remplace tout d’abord le premier énoncé de (ii) par l’assertion que
les faisceaux RqΨU(i )G , q ∈Z sont lisses, modérément ramifiés sur Di . L’annulation des
cycles proches supérieures résultera de (iii).

La question est locale sur X. Soit y un point de Xs . On peut supposer que y ∈ D j

pour tout j ∈ I. Soit π une uniformisante de R. Il existe un ouvert de X contenant y ,
lisse sur

SpecR[t j ] j∈I/(
∏

j∈I−J
t j −π)
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avec t j définissant D j . En vertu du lemme d’Abhyankar, il existe, au voisinage de y , un
revêtement fini g : X̃ = X[T j ] j∈I/(Tn

j − t j ) j∈I → X où n est un entier premier à l’exposant
caractéristique de s, tel que (g |U)∗G se prolonge en unΛ-module localement constant
constructible sur X̃. Comme G s’injecte dans (g |U)∗(g |U)∗G et le quotient G1 est mo-
dérément ramifié sur X, on peut itérer cette construction. Pour tout N ≥ 1, on obtient,
quitte à rétrécir X, une résolution

G → (g |U)∗(g |U)∗G → (g1|U)∗(g1|U)∗G1 →···→ (gN|U)∗(gN|U)∗GN.

Donc on est ramené à montrer le lemme pour le faisceau (g |U)∗(g |U)∗G .
Soient R1 l’anneau obtenu en adjoignant à R les n-ièmes racines de l’unité,

R′ = R1[Π]/(Πn −π), S′ = SpecR′. Comme RΨ commute au changement de traits S′ → S
[SGA4½, Th. finitude, 3.7], il suffit de montrer le lemme pour ((g |U)∗(g |U)∗G )S′ '
(gS′ |US′)∗(gS′ |US′)∗GS′ . Or XS′ =∐

ζXζ, où Xζ est lisse sur

SpecR[T j ] j∈J/(
∏

j∈I−J
T j −ζ ·Π),

ζ parcourt les n-ièmes racines de l’unité. Donc (XS′ , g−1
S′ (ZS′)red) est un couple stricte-

ment semi-stable avec (g−1
S′ (Di ,S′)red)i∈I une famille de diviseurs réguliers.

On peut alors se ramener à montrer le lemme pour un faisceau G qui se prolonge
en un Λ-module localement constant constructible sur X, puis au cas G = ΛU par la
formule de projection.

L’assertion (iii) découle alors de la fonctorialité de [Ill04, 3.3]. Plus précisément, on
a les diagrammes commutatifs

∧q f ∗
s R1ΨXΛXη

∼ //

∧q H 1γ
��

f ∗
s RqΨXΛXη

H qγ

��
∧q R1ΨY f ∗

η ΛXη

∼ // RqΨY f ∗
η ΛXη

et

0 // f ∗
s ΛXs (−1) //

'
��

f ∗
s ι

∗
XR1 jX∗ΛXη

//

3.7(ii)'
��

f ∗
s R1ΨXΛXη

H 1γ
��

// 0

0 // ΛYs (−1) // ι∗YR1 jY∗ f ∗
η ΛXη

// R1ΨY f ∗
η ΛXη

// 0

où jX : Xη ,→ X, jY : Yη ,→ Y, ιX : Xs → X, ιY : Ys → Y. Les lignes du deuxième diagramme
sont des suites exactes courtes et le carré à gauche est donné par le diagramme com-
mutatif

f ∗
s ΛXs (−1) d //

'
��

f ∗
s

⊕
i∈IΛXi (−1)

c
∼ //

'
��

f ∗
s i∗X R1 jX∗ΛXη

��
ΛYs (−1) d //⊕i∈IΛYi (−1) ∼

c
// i∗Y R1 jY∗ f ∗

η ΛXη
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où les flèches marquées d sont des diagonales et celles marquées c sont induites par
les classes des diviseurs réguliers.

(i) Il s’agit de montrer l’assertion suivante :

(A) Le morphisme de foncteurs

(5.6.4) (ιi )∗s RΨXR j(i )∗ → RΨDi R j ′(i )∗ι
′
i
∗

induit un isomorphisme sur R j (i )
∗ ΛU.

On a un triangle distingué

(ι′i )∗ΛDi ,U(i )
(−1)[−2] →ΛU(i ) → R j (i )

∗ ΛU → .

Comme (5.6.4) induit trivialement un isomorphisme sur le premier terme, (A) équivaut
à

(B) Le morphisme (5.6.4)ΛU(i )

(5.6.5) (ιi )∗s RΨXR j(i )∗ΛU(i ) → RΨDi R j ′(i )∗ΛDi ,U(i )

est un isomorphisme.

On montre ces énoncés par récurrence sur #J ≥ 1. Le cas #J = 0 est vide.

Dans le cas général, on montre d’abord que pour tout j ∈ J− {i }, (5.6.5)|(Di j )s est
un isomorphisme, où Di j = Di ∩D j . Soit U(i j ) = X−⋃

h∈I−{i , j } Dh . On considère le dia-
gramme commutatif

Di ,U(i )
� � j ′1 //

ι′i

��

Di ,U(i j )
� � j2,i // (Di )η

� � // Di

ιi

��

Di j ,U(i j )

::ttttttttt

��

� � j ′2 //

���
�
� (Di j )η

� � //

��

;;wwwwwwwww

���
�
� Di j

ιi , j

��

ι j ,i

>>}}}}}}}}

ιi j

  AAAAAAAA

U(i )
� � j1 //_____ U(i j )

� � j2 //__________ Xη
� � //________ X

D j ,U(i j )

::t
t

t
t

t
� � j2, j // (D j )η

;;w
w

w
w

w
� � // D j

ι j

>>}}}}}}}}

D’après [SGA4, XII 4.4 (i)], le composé

(ιi j )∗s RΨXR( j2 j1)∗ΛU(i )

→(ι j ,i )∗s RΨDi R( j2,i j ′1)∗ΛDi ,U(i )
(5.6.5)|(Di j )s

∼−→RΨDi j R j ′2∗((R j ′1∗ΛDi ,U(i )
)|Di j ,U(i j ) ) hypothèse de récurrence (A)
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est égal au composé

(ιi j )∗s RΨXR( j2 j1)∗ΛU(i )

∼−→(ιi , j )∗s RΨD j R( j2, j )∗((R j1∗ΛU(i ) )|D j ,U(i j ) ) hypothèse de récurrence (A)

→RΨDi j R j ′2∗((R j1∗ΛU(i ) )|Di j ,U(i j ) ) (∗)
∼−→RΨDi j R j ′2∗((R j ′1∗ΛDi ,U(i )

)|Di j ,U(i j ) ) 3.7 (ii)

où (∗) est un morphisme de type (5.6.4) appliqué à (R j1∗ΛU(i ) )|D j ,U(i j ) . On a le triangle
distingué

ΛD j ,U(i j )
(−1)[−2] →ΛD j ,U(i j )

→ (R j1∗ΛU(i ) )|D j ,U(i j ) → .

Donc l’hypothèse de récurrence (B) implique que (∗) est un isomorphisme. Il en résulte
que (5.6.5)|(Di j )s est un isomorphisme.

Il reste à montrer que (5.6.5)|(Vi )s est un isomorphisme, où

Vi = X− ⋃
h∈J−{i }

Dh .

Comme (Vi )η = U(i ), j(i ),Vi = IdU(i ) , ceci découle de (iii).
(ii) Comme U(i ) est lisse sur S, RΨU(i )ΛU ' ΛDi ,U(i )

, donc est modérément ramifié
sur Di .

Pour montrer que β est un isomorphisme, traitons d’abord deux cas spéciaux : (a)
#J = 0 ; (b) #(I− J) = #J = 1.

Dans le cas (a), on a U = Xη, jη = IdXη
. On pose D = Di , E =⋃

j∈I−{i } D j , D∗ = D−D∩
E = Di ,U(i ) , d’où un diagramme commutatif

U
� � j (i )

// X−E� _

j(i )

��

D∗ι′ioo
� _

j ′(i )

��
D

ιi

||yyyyyyyyy
(ιi )s

��
Xη

� � j // X Xsoo

On a le carré commutatif

∧q (ιi )∗s R1ΨXΛU
∼ //

∧q H 1β
��

(ιi )∗s RqΨXΛU

H qβ

��
∧q R1 j ′(i )∗RΨU(i )ΛU // Rq j ′(i )∗RΨU(i )ΛU

∧q R1 j ′(i )∗ΛD∗

'
OO

∼ // Rq j ′(i )∗ΛD∗

'
OO

Donc il suffit de montrer que H 1β est un isomorphisme.
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On a le diagramme commutatif

ι∗i R j∗ΛU
p1 // (ιi )∗s RΨXΛU

β

��

ι∗i R j(i )∗ΛX−E

'b1

��

r1 // ι∗i R j(i )∗R j (i )
∗ ΛU

b2

��
R j ′(i )∗ι

′∗
i ΛX−E

r2 //

∼
55

R j ′(i )∗ι
′∗
i R j (i )

∗ ΛU
p2 // R j ′(i )∗RΨX−EΛU

où b1, b2 sont des changements de base, r1, r2 sont induits par l’adjonction ΛX−E →
R j (i )

∗ ΛU. La flèche b1 est un isomorphisme en vertu de 3.7 (ii). Le composé p2r2 est
induit de l’isomorphisme ΛD∗

∼−→ RΨX−EΛU, donc est un isomorphisme. On a

H 1ι∗i R j(i )∗ΛX−E = ⊕
j∈I−{i }

(ι j ,i )∗ΛDi j ,

H 1ι∗i R j∗ΛU =ΛD ⊕ ⊕
j∈I−{i }

(ι j ,i )∗ΛDi j ,

H 1(ιi )∗s RΨXΛU est le quotient de ΛD ⊕⊕
j∈I−{i }(ι j ,i )∗ΛDi j par ΛDi inclus diagonale-

ment, H 1r1 est l’inclusion dans le second membre, H 1p1 est la projection. Donc
H 1(p1r1) est un isomorphisme. Il s’en suit que H 1β est un isomorphisme. D’où (a).

Dans le cas (b), on a Di = Xs , (ιi )s = IdXs , H = D j où j est l’élément de J. On pose
V = U(i ) = X−H, d’où un diagramme à carrés cartésiens

U� _

u
��

� � // V� _

v

��

Vs� _

vs

��

iVoo

Xη
� � // X Xs

ioo

Hη

>>~~~~~~~
� � // H

h

@@��������
Hs

??~~~~~~~~
oo

On a le triangle distingué

i∗Rv∗ΛV
β′−→ RΨXRu∗ΛU → RΦXRv∗ΛV → .

On a

Rq v∗ΛV =


ΛX si q = 0,

h∗ΛH(−1) si q = 1,

0 sinon.
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Donc RΦXRq v∗ΛV = 0, pour tout q . Donc RΦXRv∗ΛV = 0, β′ est un isomorphisme. Par
ailleurs, on a le diagramme commutatif

i∗Rv∗ΛV
β′ //

'3.7 (ii)
��

RΨXRu∗ΛU

β

��
Rvs∗i∗VΛV

∼ // Rvs∗RΨVΛU

Donc β est un isomorphisme. D’où (b).
Pour le cas général, procédons par récurrence sur #J. Le cas #J = 0 est le cas (a) traité

plus haut. Supposons #J ≥ 1. Prenons j ∈ J, d’où un diagramme commutatif

U
� � //
� _

j ( j )

��

U(i )� _

��

Di ,U(i )
oo

� _

j1

��
U( j )� _

� � // U(i j )� _
Di ,U(i j )

oo
� _

j2

��

D j ,U( j )� _

u′
( j )

��

� � //

ι′j
;;xxxxxxxx

���
�
�
�
�
�
�
�
�
�
� D j ,U(i j )� _

��

;;wwwwwwwww

���
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
� Di j ,U(i j )

oo

ι′j ,i
::ttttttttt

� _

j ′2

��

Di

(ιi )s

��

Di j

(ιi , j )s

��

ι j ,i

99tttttttttt

Xη
� � //__________ X Xsoo_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

(D j )η

(ι j )η
;;x

x
x

x
x
� � // D j

ι j

;;v
v

v
v

v
(D j )soo

(ι j )s

::tttttttttt

On a un diagramme commutatif dans Db
c (Di j ×s η,Λ)

(†)

ι∗j ,i (ιi )∗s RΨXRu∗ΛU
β1 // ι∗j ,i R j2∗RΨU(i j ) R j ( j )

∗ ΛU
(b)
∼ //

chgt de base
��

ι∗j ,i R j2 j1∗RΨU(i )ΛU

3.7 (i)'
��

(ιi , j )∗s (ι j )∗s RΨXRu∗ΛU

(i)'
��

R j ′2∗ι
′
j ,i

∗RΨU(i j ) R j ( j )
∗ ΛU

(b)
∼ //

(i)'
��

R j ′2∗ι
′
j ,i

∗R j1∗RΨU(i )ΛU

(ιi , j )∗s RΨD j Ru′
( j )∗ι

′
j
∗R j ( j )

∗ ΛU
β2 // R j ′2∗RΨD j ,U(i j )

ι′j
∗R j∗ΛU

où β|Di j est le composé des deux flèches de la première ligne de (†), β1 est induit par
une flèche de type (5.6.2) et β2 est une flèche de type (5.6.2). La commutativité du carré
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à droite est claire et celle du carré à gauche se voit en appliquant 5.7 au carré

D j ,U(i j )
//

� _

��

U(i j )� _

��
D j // X

La flèche β2 est un isomorphisme en vertu de l’hypothèse de récurrence et du triangle
distingué

ΛD j ,U( j )
(−1)[−2] →ΛD j ,U( j )

→ ι′j
∗R j∗ΛU → .

Donc β|Di j est un isomorphisme. Il reste à montrer que β|(Di −Di j ) est un isomor-
phisme, ce qui résulte de l’hypothèse de récurrence.

Lemme 5.7. Soient

X′ h //

f ′

��

X

f
��

Y′ g // Y

un carré commutatif de S-schémas,Λ un anneau. Alors on a un diagramme commutatif
de foncteurs D+(Xη,Λ) → D+(Y′

s ×s η,Λ)

g∗
s R fs∗RΨX // R f ′

s∗h∗
s RΨX

''OOOOOOOOOOO

g∗
s RΨYR fη∗

77oooooooooooo

''OOOOOOOOOOOO
R f ′

s∗RΨX′h∗
η

RΨY′g∗
ηR fη∗ // RΨY′R f ′

η∗h∗
η

77ooooooooooo

où les flèches horizontales sont des changements de base, les flèches montantes sont
[SGA7, XIII (2.1.7.1)], les flèches descendantes sont [ibid., XIII (2.1.7.2)].

Démonstration. Soient K = κ(η), K une clôture séparable de K, η̄= SpecK, S le norma-
lisé de S dans η̄. On ajoute une barre au-dessus pour le changement de base S → S.
On note i : s̄ → S, j : η̄ → S. Il suffit de montrer la commutativité du diagramme de
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foncteurs D+(Xη̄,Λ) → D+(Y′
s̄ ,Λ)

g∗
s̄ R f s̄∗i∗X R jX∗ // R f ′

s̄∗h∗
s̄ i∗X R jX∗

∼
CCCCCC

g∗
s̄ i∗Y R f̄∗R jX∗

=={{{{{{{

∼
CCCCCC

R f ′
s̄∗i∗X′ h̄∗R jX∗

!!CCCCCC

g∗
s̄ i∗Y R jY∗R fη̄∗

∼ {{{{{{{

∼
CCCCCCC

i∗Y ḡ∗R f̄∗R jX∗ // i∗Y R f ′∗h̄∗R jX∗

=={{{{{{

!!CCCCCC
R f ′

s̄∗i∗X′R jX′∗h∗
η̄

i∗Y′ ḡ∗R jY∗R fη̄∗

∼ {{{{{{{

!!CCCCCCC
i∗Y′R f ′∗R jX′∗h∗

η̄

=={{{{{{

i∗Y′R jY′∗g∗
η̄R fη̄∗ // i∗Y′R jY′∗R f ′

η̄∗h∗
η̄

∼ {{{{{{

où toutes les flèches sont des changements de base. La commutativité de la cellule en
haut (resp. en bas) résulte de [SGA4, XII 4.4 (i)] (resp. [SGA4, XII 4.4 (ii)]). Les commu-
tativités des deux autres cellules sont triviales.

Proposition 5.8. Soient S comme dans 5.2, (X,Z) un couple semi-stable sur S, U = X−Z,
u : U → Xη, G ∈ Modc (U,Ql ) entier (resp. entier inverse) lisse, modérément ramifié sur X.
Alors RΨXRu∗G est I-entier (resp. I-entier inverse).

Démonstration. On peut supposer que (X,Z) est un couple strictement semi-stable
sur S.

Traitons d’abord le cas particulier où Z est un diviseur régulier. Alors Z = Xs , U =
Xη, u = Id, X est lisse sur S. Soit x ∈ |Xs |. Quitte à faire un changement de traits étale,
on peut supposer que X → S admet une section σ tel que σ(s) = x. D’après 5.6 (iii),
(RΨXG )x =σ∗

s RΨXG ' RΨSσ
∗
ηG est I-entier (resp. I-entier inverse), car RΨS s’identifie

à l’identité.
Le cas général découle de 5.6 (ii), du cas spécial ci-dessus, et de la variante 5.2 de

3.8 (resp. 4.5) au-dessus de s ×s η.

5.9. Pour la démonstration de 5.3, nous aurons besoin du lemme 5.10 ci-après, ana-
logue de 4.1.

Soient S un trait hensélien excellent, X un S-schéma séparé de type fini, U ⊂ Xη une
partie ouverte. Pour f : S′ → S un morphisme fini de traits et g : Y → XS′ un morphisme
propre de schémas, on considère la condition suivante :

5.9.1 On a Y = Y1
∐

Y2, où Y1 est strictement semi-stable sur S′, g−1(U) ⊂ Y2 et
(Y2,Y2 − g−1(U)) est un couple strictement semi-stable sur S′.

Lemme 5.10. (i) Il existe un morphisme fini de traits S′ → S et un morphisme propre
r0 : X′

0 → XS′ de schémas vérifiant 5.9.1 (où Y = X′
0) et tels que (r0)η surjectif.

(ii) Pour n ≥ 0, il existe un morphisme fini de traits f : S′ → S et une augmentation
de schéma simplicial n-tronqué s-scindé r• : X′• → XS′ tels que pour 0 ≤ m ≤ n, f et rm

vérifient 5.9.1 (où Y = X′
m) et que r•η soit un hyperrecouvrement propre n-tronqué.
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Démonstration. (i) Cas X intègre et Xη géométriquement irréductible. Résulte de [dJ96,
6.5]. Notons que l’hypothèse dans [ibid.] que S soit complet peut être remplacée par
l’excellence de S, voir II.3.8.

Cas général. On peut supposer que les composantes irréductibles de Xη sont géo-
métriquement irréductibles. On fait une récurrence sur le nombre n de composantes
irréductibles de Xη.

Si n = 0, alors Xη est vide. On prend S′ = S, X′
0 =;. (i) est évident.

Pour n ≥ 1, on prend une composante irréductible U1 de Xη. Soit X1 l’adhérence
de U1 dans X. C’est une composante irréductible de X. Soit X2 la réunion des autres
composantes irréductibles de X. On munit X1 et X2 des structures de schéma réduit
induites. (X2)η a n −1 composantes irréductibles, qui sont géométriquement irréduc-
tibles. On a un morphisme fini surjectif X1

∐
X2 → X. On applique (i) à X1 et obtient

S1 → S et (X1)′0 → (X1)S1 . Il suffit alors d’appliquer l’hypothèse de récurrence à (X2)S1 .
(ii) On fait une récurrence sur n. Quand n = 0, (ii) dégénère en (i). Supposons don-

nés Sn → S et r (n)• : X(n)• → XSn vérifiant (ii). On applique (i) au schéma (cosqn(X(n)• /XSn ))n+1

sur Sn (avec U remplacé par son image inverse) et obtient un morphisme fini de traits
S′ → Sn et un morphisme β : N → (cosqn((X(n)• )S′/XS′))n+1 propre avec βη surjectif véri-
fiant 5.9.1. Alors le XS′-schéma simplicial (n +1)-tronqué s-scindé r• : X′• → XS′ associé
au triplet ((X(n)• )S′ ,N,β) vérifie les conditions de (ii) pour n +1.

Démonstration de 5.3. La démonstration est parallèle à celle de (2.5.1).
On fait une récurrence sur d = dimXη. Le cas d < 0 est trivial.

Soit d ≥ 0. Il faut montrer que pour G ∈ Modc (Xη,Ql ) entier (resp. entier inverse),
RΨXG est entier (resp. I-entier inverse).

On peut supposer Xη réduit. On peut supposer X affine, donc séparé. Choisissons
j : U ,→ Xη ouvert régulier tel que G |U soit lisse et que son complémentaire Z = Xη−U
soit de dimension < d . Soient Z l’adhérence de Z dans X, i : Z ,→ X. On a le triangle
distingué

RΨXiη∗Ri !
ηG → RΨXG → RΨXR j∗ j∗G → .

Comme RΨXiη∗Ri !
η ' is∗RΨZRi !

ηG est entier (resp. I-entier inverse) en vertu de l’hypo-
thèse de récurrence, il suffit de voir que RΨXR j∗ j∗G est entier (resp. I-entier inverse).

Soit H = j∗G . H ' (HO ⊗O E)⊗EQl avec HO lisse. Soit p : U′ → U un revêtement
étale surjectif qui trivialise HO ⊗O (O/m), où m est l’idéal maximal de O . H est facteur
direct de p∗p∗H , de sorte qu’il suffit de voir l’intégralité (resp. la I-intégralité inverse)

de RΨXR( j p)∗p∗H . On factorise le composé U′ j p−−→ Xη ,→ X en U′ j ′
,→ X′ g−→ X où j ′ est

une immersion ouverte et g propre.

RΨXR( j p)∗p∗H ' Rgs∗RΨX′R j ′η∗p∗H .

Donc il suffit de vérifier que pour X un schéma séparé de type fini sur S, j : U ,→ Xη
un ouvert et G ∈ Modc (U,Ql ) entier (resp. entier inverse), G ' (GO ⊗O E)⊗E Ql avec
GO ⊗O (O/m) constant, on a RΨXR j∗G entier (resp. I-entier inverse).
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Soit i ≥ 0. On applique 5.10 (ii) à j et n = i + 1. On obtient un morphisme fini de
traits f : S′ → S et un carré cartésien de schémas simpliciaux (i +1)-tronqués s-scindés

U′•
� � //

s•
��

X′•
r•
��

US′ �
� // XS′

où s• est un hyperrecouvrement propre (i +1)-tronqué et rm vérifie 5.9.1, 0 ≤ m ≤ i +1.
On note des changements de base de f encore par f .

f ∗RΨX/SR j∗G ' RΨXS′/S′ f ∗R j∗G ' RΨXS′/S′R jS′∗GS′ ,

donc

τ≤i f ∗RΨX/SR j∗G ' τ≤i RΨXS′/S′R jS′∗Rs•∗s∗• GS′

= τ≤i RΨXS′/S′Rr•η∗R j ′•∗s∗• GS′ ' τ≤i Rr•s∗RΨR j ′•∗s∗• GS′ .

Il suffit de voir que RΨX′
m /S′R j ′m∗s∗mGS′ est entier (resp. I-entier inverse), 0 ≤ m ≤ i . Il

suffit alors d’appliquer 5.8 (ce qui est licite, car les s∗mGS′ sont modérés).

Variante 5.11. Soient S, η, s, l comme dans 5.2. Soient X un schéma de type fini sur S,
F ∈ Modc (X,Ql ). Pour r ∈ Q, F est dit r -entier (resp. r -entier inverse) si Fη et Fs le
sont. De même pour les complexes. On prend δ(X) = max{dimXη + 1,dimXs}, DX =
RHom(−,Ra !

XQl (1)[2]), où aX : X → S. On a les analogues de 2.4 à 2.8, 4.8, 4.9, en rem-
plaçant dim par δ, dr par

max
y∈|Yη|∪|Ys |

dim f −1(y).

On a aussi un analogue de 3.8 en ajoutant l’hypothèse que (X,D) est un couple semi-
stable sur S.

En effet, 2.4 pour S découle trivialement de 2.4 pour s et pour η. Pour l’analogue
de 3.8, soit F ∈ Modc (U,Ql ) lisse, entier, modérément ramifié sur X. D’après 3.8 pour
η et 5.8, Ru∗F et RΨXRu∗F sont I-entiers, où u : U ,→ Xη. Soit I = Ker(Gal(η̄/η) →
Gal(s̄/s)) le groupe d’inertie. C’est une extension de Ẑp ′(1) par un pro-p-groupe P. La
suite spectrale de Hochschild-Serre donne

Ep,q
2 =H p (I,RqΨXRu∗F ) ⇒ i∗Rp+q j∗F ,

où i : Xs → X. Soit Rq
t = (RqΨXRu∗F )P. Si σ est un générateur de Ẑp ′(1), on a

E0,q
2 = Ker(σ−1,Rq

t ), E1,q
2 = Coker(σ−1,Rq

t )(−1),

et Ep,q
2 = 0 pour p 6= 0,1. Donc R j∗F est I-entier.
Les résultats (2.5.1) et (2.5.3) pour S découlent de ces résultats pour s et pour η et

de 5.3, en imitant les arguments dans [SGA4½, Th. finitude, 3.11, 3.12] comme suit. Le
cas spécial f = jY : Yη ,→ Y résulte de 5.3 et de la suite spectrale de Hochschild-Serre

Ep,q
2 =H p (I,RqΨY−) ⇒ i∗Y Rp+q jY∗−,
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où iY : Ys → Y. Traitons le cas général. Soit L ∈ Db
c (X,Ql ) entier (resp. I-entier inverse).

Soient iX : Xs → X, jX : Xη ,→ X. On a les triangles distingués

iX∗Ri !
XL → L → R jX∗ j∗X L →,

R( f iX)∗Ri !
XL → R f∗L → R( f jX)∗ j∗X L → .

D’après le cas spécial, R jX∗ j∗X L est entier (resp. I-entier inverse), donc Ri !
XL l’est aussi.

Comme f iX = iY fs , f jX = jY fη, on conclut en appliquant (2.5.1) (resp. (2.5.3)) pour s et
pour η et le cas spécial.

Une fois (2.5.1) et (2.5.3) établis pour S, on peut refaire 4.6 à 4.9 et 4.11, donnant la
démonstration de 2.5 à 2.8, sauf (2.6.1) et (2.6.3). Les résultats (2.6.1) et (2.6.3) pour S
découlent de leurs analogues pour s et pour η, en appliquant 4.6 pour S et (4.10.1) à
U = Yη, W = Ys . Notons que (2.7.3) et (2.7.1) pour S peuvent aussi se déduire de leurs
analogues pour s et pour η, en appliquant (4.7.1) à U = Xη, V = Xs .

Variante 5.12. On peut remplacer les faisceaux usuels partout par des faisceaux de
Weil [Del80, 1.1.10]. Tous les résultats et les variantes qui précèdent restent valables.

Variante 5.13. Soit A un sous-anneau intégralement fermé deQl . On pose

A−1 =
{
α ∈Ql

× ∣∣α−1 ∈ A
}

.

On fixe un plongement ι :Q→Ql . Avec les notation du § 1, pour r ∈Q, un Ql -faisceau
F sur un schéma X de type fini sur η est dit r -A-entier (resp. r -A-entier inverse) si pour
tout x ∈ |X|, les valeurs propres de Φx sont dans ι(qr )A (resp. ι(qr )A−1), où q = #κ(x).
Cette définition ne dépend pas des choix de Φx et de ι. On dit que F est A-entier
(resp. A-entier inverse) s’il est 0-A-entier (resp. 0-A-entier inverse). On définit aussi la
A-intégralité des complexes. Tous les résultats et les variantes restent valables pour ces
notions.

Si A est de plus complètement intégralement clos [Bou85, V, § 1, no 4, déf. 5] (en
particulier si A est la fermeture intégrale d’un sous-anneau noethérien intégralement
clos de Ql [ibid., exerc. 14]), alors d’après un lemme de Fatou [Ill06, 8.3], F est r -A-
entier si et seulement si pour tout x ∈ |X| et tout entier n ≥ 1, Tr(Φn

x ,Fx̄ ) appartient à
ι(qnr )A. Ce critère n’a pas d’analogue pour les faisceaux entiers inverses.

Si on prend pour A la fermeture intégrale de Z dans Ql , on retrouve la notion d’in-
tégralité dans ce qui précède.

Soit T un ensemble de nombres premiers. Si on prend pour A la fermeture inté-
grale de Z[1/t ]t∈T dans Ql , on retrouve la notion de T-intégralité dans [SGA7, XXI 5] et
[DE06].

6 Appendice : Intégralité sur les champs algébriques

Soient K un corps fini de caractéristique p ou un corps local de caractéristique
résiduelle p, η = SpecK, l un nombre premier 6= p. Pour X un η-champ algébrique
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[LMB00, 4.1] de type fini, on note Modc (X ,Ql ) la catégorie desQl -faisceaux construc-
tibles sur le site lisse-étale de X [ibid., 12.1 (i)]. On dispose, par [LO08], d’une caté-
gorie triangulée Dc (X ,Ql ) munie d’une t-structure de cœur Modc (X ,Ql ). On écrira
Modc (X ) pour Modc (X ,Ql ) et Dc (X ) pour Dc (X ,Ql ). On dispose d’un formalisme de
six opérations : pour f : X →Y un morphisme de η-champs algébriques de type fini,

DX : Dc (X )op → Dc (X ),

−⊗− : D−
c (X )×D−

c (X ) → D−
c (X ),

RH omX (−,−) : D−
c (X )op ×D+

c (X ) → D+
c (X ),

R f∗ : D+
c (X ) → D+

c (Y ),

R f! : D−
c (X ) → D−

c (Y ),

f ∗,R f ! : Dc (Y ) → Dc (X ).

Si X est un η-champ de Deligne-Mumford de type fini, Modc (X ) s’identifie à la caté-
gorie desQl -faisceaux constructibles sur le site étale de X [LMB00, 12.1 (ii)].

Définition 6.1. Soit ε : Z→ Q une fonction. On dit que L ∈ Dc (X ) est ε-entier (resp.
ε-entier inverse) si pour tout point i : x →X avec κ(x) une extension finie de K et tout
a ∈Z, H a(i∗L) ∈ Modc (x,Ql ) est ε(a)-entier (resp. ε(a)-entier inverse) (au sens de 2.1).

Si X est un schéma de type fini sur η et L ∈ Db
c , alors cette définition coïncide avec

2.2.
Soit f : X →Y un morphisme de η-champs algébriques de type fini. Si M ∈ Dc (Y )

est ε-entier (resp. ε-entier inverse), il en est de même de f ∗M ∈ Dc (X ). La réciproque
est vraie lorsque f est surjectif. Cela donne le critère suivant : L ∈ Db

c (X ) est ε-entier
(resp. ε-entier inverse) si et seulement si pour tout (ou pour un) morphisme surjectif
g : X → X avec X un schéma de type fini sur η, g∗L est ε-entier (resp. ε-entier inverse)
(au sens de 2.2). Pour r ∈Q, −⊗− induit

D−
c (X )r I-ent ×D−

c (X )r I-ent → D−
c (X )r I-ent,

D−
c (X )r I-ent−1 ×D−

c (X )r I-ent−1 → D−
c (X )r I-ent−1 .

Pour F ,G ∈ Modc (X ) avec F lisse, si F est entier inverse (resp. entier) et G est entier
(resp. entier inverse), on a

H om(F ,G ) ∈ Modc (X )ent (resp. ∈ Modc (X )ent−1 ).

On suppose dorénavant que X est non vide. Rappelons qu’une présentation P :
X → X est un morphisme surjectif lisse avec X un espace algébrique. On pose cX =
minP dimP ∈ N, où P parcourt les présentations P : X → X , dimP = supx∈X dimx P
[LMB00, p. 98], dX = dimX ∈Z [ibid., (11.15)]. Par définition, dX ≥−cX . On a cX = 0 si
et seulement si X est un η-champs de Deligne-Mumford. On pose cr = mindimP ∈N,
où le minimum est pris sur tous les systèmes

X
P // X ×Y Y //

��

X

f
��

Y
Q // Y
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où P et Q sont des présentations et le carré est 2-cartésien, dr = dim f = maxξdimXξ ∈
Z, où ξ parcourt les points de Y . On a dr ≥ −cr . Rappelons que f est dit relativement
de Deligne-Mumford [ibid., 7.3.3] si pour tout schéma affine Y et tout morphisme Y →
Y , le produit fibré Y ×Y X est un η-champ de Deligne-Mumford. On a cr = 0 si et
seulement si f est un morphisme relativement de Deligne-Mumford. On a cr ≤ cX ≤
cY + cr , dr − cY ≤ dX ≤ dY +dr .

Proposition 6.2. Le foncteur DX induit

Dc (X )op
ent−1 → Dc (X )−dX -ent,

Dc (X )op
I-ent−1 → Dc (X )(I−cX )-ent,

Dc (X )op
I-ent → Dc (X )(I+dX )-ent−1 ,

Dc (X )op
ent → Dc (X )cX -ent−1 .

De plus, pour F ∈ Modc (X)ent−1 , H a(DX F ) est (a − cX +1)-entier, a ≤ cX −1.

Démonstration. On prend une présentation P : X → X purement de dimension cX

avec X un schéma de type fini sur η. On a dimX ≤ dX + cX . Pour L ∈ Dc (X ), P∗DX L '
DXRP!L ' (DXP∗L)(−cX )[−2cX ]. Comme l’amplitude cohomologique de DX est bor-
née, il suffit donc d’appliquer 2.7.

Proposition 6.3. Le foncteur R f ! induit

Dc (Y )ent → Dc (X )−dr -ent,

Dc (Y )I-ent → Dc (X )(I−dY −cY −cr )-ent,

Dc (Y )I-ent−1 → Dc (X )(I+dr )-ent−1 ,

Dc (Y )ent−1 → Dc (X )(dY +cY +cr )-ent−1 .

Démonstration. Formons le diagramme à carré 2-cartésien

X
P // X ×Y Y

Q′
//

fY

��

X

f
��

Y
Q // Y

où Q est une présentation purement de dimension cY , P est une présentation pure-
ment de dimension cr , Y est un schéma quasi-compact, X est un schéma affine (donc
séparé sur Y). On a dimY ≤ dY + cY , dim( fY ◦P) ≤ dr + cr . Pour L ∈ Dc (Y ),

(Q′ ◦P)∗R f !L ' P∗R f !
YQ∗L ' R( fY ◦P)!Q∗L(−cr )[−2cr ].

Il suffit alors d’appliquer 2.6.

Proposition 6.4. Le foncteur R f∗ induit

D+
c (X )ent → D+

c (Y )ent,(6.4.1)

D+
c (X )I-ent−1 → D+

c (Y )I-ent−1 ,(6.4.2)
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et R f! induit

D−
c (X )I-ent → D−

c (Y )(I−dr )-ent,(6.4.3)

D−
c (X )ent−1 → D−

c (Y )dr -ent−1 .(6.4.4)

Si f est relativement de Deligne-Mumford, R f∗ induit

D+
c (X )I-ent → D+

c (Y )(I−dX −cY )-ent,(6.4.5)

D+
c (X )ent−1 → D+

c (Y )(dX +cY )-ent−1 ,(6.4.6)

et R f! induit

D−
c (X )ent → D−

c (Y )ent,(6.4.7)

D−
c (X )I-ent−1 → D−

c (Y )I-ent−1 .(6.4.8)

Démonstration. Soit Y → Y une présentation avec Y est un schéma de type fini sur η.
Pour (6.4.1) et (6.4.2), quitte à remplacer Y par Y, on peut supposer que Y est un
schéma. On prend un hyperrecouvrement lisse P• : X• → X où les Xn sont des sché-
mas affines (donc séparés sur Y ). Pour L ∈ D+

c (X ), R f∗
∼−→ R f∗RP•∗P∗• L. Il suffit alors

d’appliquer (2.5.1) et (2.5.3).
Pour les résultats concernant R f!, on peut supposer que Y est le spectre d’un corps.

On a dX = dr . Alors (6.4.3) et (6.4.4) découlent du dernier alinéa et de 6.2 : R f! =
DY R f∗DX induit

D−
c (X )I-ent

DX−−→ D+
c (X )op

(I+dX )-ent−1

R f∗−−→ D+
c (Y )op

(I+dX )-ent−1

DY−−→ D−
c (Y )(I−dX )-ent,

D−
c (X )ent−1

DX−−→ D+
c (X )op

−dX -ent

R f∗−−→ D+
c (Y )op

−dX -ent
DY−−→ D−

c (Y )dX -ent.

Pour (6.4.7) et (6.4.8), on est donc ramené au cas où X est un η-champ de de
Deligne-Mumford. On fait une récurrence sur dX . Il existe une immersion ouverte do-
minante j : U ,→ X et un morphisme fini étale π : U → U , où U est un schéma affine
[LMB00, 6.1.1]. Soient Z le fermé complémentaire de U dans X , i : Z → X . Pour
L ∈ D−

c (X ), le triangle distingué

j! j∗L → L → i∗i∗L →
induit le triangle distingué

R( f j )! j∗L → R f!L → R( f i )!i
∗L → .

Comme j∗L est facteur direct de π∗π∗ j∗L, il suffit d’appliquer (2.4.1) et (2.4.3) à
R( f jπ)!( jπ)∗L et l’hypothèse de récurrence à R( f i )! j∗L.

Enfin, (6.4.5) et (6.4.6) résultent du dernier alinéa et de 6.2 : R f∗ ' DY R f!DX induit

D+
c (X )I-ent

DX−−→ D−
c (X )op

(I+dX )-ent−1

R f !−−→ D−
c (Y )op

(I+dX )-ent−1

DY−−→ D+
c (Y )(I−dX −cY )-ent,

D+
c (X )ent−1

DX−−→ D−
c (X )op

−dX -ent

R f !−−→ D−
c (Y )op

−dX -ent
DY−−→ D+

c (Y )(dX +cY )-ent.
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Corollaire 6.5. L’assertion (2.5.2) est vraie sans hypothèse de séparation.

Démonstration. C’est un cas particulier de (6.4.5).

Remarque. (i) Le premier alinéa de la démonstration de 6.4 montre que R f∗ envoie
Modc (X )ent−1 dans D+

c (Y )ε-ent−1 , où

ε(a) =
{

a si 0 ≤ a ≤ dX + cX + cY ,

a −E
(

a−dX −cY

cX +1

)
si a ≥ dX + cX + cY .

Ici E est la fonction partie entière. Lorsque f n’est pas relativement de Deligne-
Mumford, ceci légèrement améliore (6.4.2). On peut en déduire une légère amélio-
ration de (6.4.3).

(ii) Si f est un morphisme séparé, représentable et quasi-fini [LMB00, 3.10.1] avec
dX + cY ≥ 1, on a un analogue de 4.8 qui améliore (6.4.5) : R f∗ envoie D+

c (X )I-ent dans
D+

c (Y )(I+1−dX −cY )-ent.

Proposition 6.6. Le foncteur RH om(−,−) induit

D−
c (X )op

ent−1 ×D+
c (X )ent → D+

c (X )ent,

D−
c (X )op

I-ent−1 ×D+
c (X )I-ent → D+

c (X )(I−dX −cX )-ent,

D−
c (X )op

I-ent ×D+
c (X )I-ent−1 → D+

c (X )I-ent−1 ,

D−
c (X )op

ent ×D+
c (X )ent−1 → D+

c (X )(dX +cX )-ent−1 .

Démonstration. On procède comme en 4.11.

On peut aussi considérer l’intégralité sur les champs algébriques sur un trait ex-
cellent de corps résiduel fini, ce qui généralise 5.11. Les résultats sont similaires à ceux
exposés dans ce §, avec des modifications appropriées des estimations de dimension.

Les variantes 5.12 et 5.13 restent toujours valables.
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Partie II

Sur l’indépendance de l
en cohomologie l -adique
sur les corps locaux

Introduction

Dans les années 1980, Gabber a prouvé l’indépendance de l de la cohomologie
d’intersection [Fuj02, Th. 1] : pour X un schéma propre sur un corps fini k = Fp f , équidi-

mensionnel et i ∈Z, det(1− tF f
0 , IHi (Xk̄ ,Ql )) est un polynôme dans Z[t ], indépendant

de l 6= p. Ici k̄ est une clôture algébrique de k, F0 ∈ Aut(k̄) est le Frobenius géomé-
trique absolu qui envoie a sur a1/p . Il déduit ce résultat d’un théorème général d’in-
dépendance de l [ibid., Th. 2] : pour E une extension de Q, il définit une notion de E-
compatibilité pour les systèmes de complexes l-adiques (l 6= p) sur les schémas séparés
de type fini sur k et établit la stabilité de cette E-compatibilité par les six opérations de
Grothendieck.

L’objet de cet article est d’étudier l’indépendance de l sur un corps local K, par
lequel on entend le corps des fractions d’un anneau de valuation discrète hensé-
lien excellent de corps résiduel fini. De façon précise, on définit une notion de E-
compatibilité pour les systèmes de complexes l-adiques sur les schémas de type fini
sur K. On prouve la stabilité de cette E-compatibilité par les opérations usuelles, no-
tamment les six opérations et le foncteur des cycles proches RΨ.

La E-compatibilité est sensible aux morphismes finis. Dans l’étude de la E-
compatibilité, il est naturel d’utiliser les résultats de de Jong sur les altérations équi-
variantes [dJ97], ce qui amène à généraliser le problème au cas équivariant sous des
actions de groupes finis.

Au § 1, après avoir fixé les notations, on définit la E-compatibilité pour les systèmes
de complexes équivariants au-dessus d’un corps fini ou local et énonce la stabilité par
les six opérations. La démonstration dans le cas d’un corps fini est donnée au § 2. En
vue du théorème de Gabber de la stabilité de la E-compatibilité par les six opérations,
il suffit d’appliquer une technique de Deligne-Lusztig qui permet de se débarrasser

39
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des actions de groupes finis par descente galoisienne. Au § 3 on se réduit au cas des
courbes. L’ingrédient essentiel est un raffinement [Vid04, 4.4], dû à Gabber, de résul-
tats de de Jong, grâce auquel on se ramène au cas de R j∗Lλ pour l’inclusion j : U → X
du complémentaire d’un diviseur à croisements normaux G-strict D dans un schéma
régulier X et des complexes G-équivariants Lλ sur U à faisceaux de cohomologie lisses,
modérément ramifiés le long de D. Dans le cas d’un corps fini, le cas des courbes étant
déjà connu depuis Deligne [Del73, 9.8], on obtient une démonstration indépendante
du théorème de Gabber. La fin de la démonstration des énoncés du § 1 dans le cas d’un
corps local est donnée au § 4. On les déduit, à l’aide des résultats de de Jong, d’un cas
particulier de la stabilité par RΨ, que l’on traite en utilisant à nouveau la technique de
Deligne-Lusztig. Le cas général de la stabilité par RΨ découle de ce cas particulier et
encore une fois des résultats de de Jong.

Les schémas équivariants sont mieux compris dans le contexte de leurs champs
quotients associés. Ce point est élucidé au § 5. On y donne aussi des généralisations
des résultats d’indépendance de l aux champs algébriques.

Je remercie vivement L. Illusie, qui m’a donné d’innombrables conseils lors de la
préparation de l’article. Je remercie aussi N. Katz pour sa suggestion d’utiliser la tech-
nique de Deligne-Lusztig. Je remercie enfin S. Morel et F. Orgogozo pour leurs longues
listes de commentaires.

1 Indépendance de l et six opérations

1.1. Pour une catégorie C, on note Eq(C) la catégorie des objets de C munis d’une ac-
tion d’un groupe fini à droite. Les objets sont les triplets (X,G, a), où X est un objet de C,
G est un groupe fini, a est une action de G sur X à droite (i. e., a : Gop → AutC (X) est un
homomorphisme de groupes). On enlève a de la notation lorsqu’il n’y a pas de confu-
sion à craindre. Un morphisme (X1,G1) → (X2,G2) est un couple ( f ,α), où α : G1 → G2

est un homomorphisme de groupes, f : X1 → X2 est un morphisme G1-équivariant de
C, l’action de G1 sur X2 étant induite par α. La condition de G1-équivariance signifie
que pour tout g ∈ G1, le diagramme

X1

f
��

ag // X1

f
��

X2
aα(g ) // X2

est commutatif. Pour (X,G, a) un objet de Eq(C) et g ∈ G, Tg = (ag ,h 7→ g−1hg ) est un
automorphisme de (X,G, a). Ceci définit une action de G sur (X,G, a) à droite. Si les
produits fibrés sont représentables dans C, il en est de même dans Eq(C) :

(X1,G1)×(X,G) (X2,G2) = (X1 ×X X2,G1 ×G G2).

On note Gr.fini la catégorie des groupes finis. Le foncteur projection Eq(C) →
Gr.fini qui envoie (X,G) sur G est fibrant. On note Eq(C)G sa fibre en G. Pour α : G → H
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un homomorphisme de groupes finis,

α∗ : Eq(C)H → Eq(C)G

est donné par α∗(Y,H, a) = (Y,G, a ◦αop). Pour α : G → H injectif, l’adjoint à gauche

α∗ : Eq(C)G → Eq(C)H

de α∗ existe dès que les sommes disjointes finies sont représentables dans C. Pour l’ex-
pliciter, choisissons un système S de représentants de α(G)\H. Pour (X,G) ∈ Eq(C), on
a

(1.1.1) α∗(X,G) ' (
∐
s∈S

Xs ,H),

où Xs = X et l’action de h ∈ H est donnée par ag : Xs → Xt , où g ∈ G et t ∈ S vérifient
sh = α(g )t . Rappelons qu’une flèche ( f ,α) : (X,G) → (Y,H) dans Eq(C) est cocartésienne
[SGA1, VI 10] si pour tout objet (Y′,H) de Eq(C)H, l’application

HomH((Y,H),(Y′,H)) → Homα((X,G),(Y′,H))

u 7→ u ◦ ( f ,α)

est bijective.

1.1.2. Pour (Y,H) ∈ Eq(C), si Y est la somme disjointe d’une famille finie d’objets (X j ) j∈J

de C, et s’il existe une action transitive de H sur J à droite telle que pour tout h ∈ H et
tout j ∈ J, ah |X j : X j → Y se factorise à travers l’inclusion X j h ,→ Y, alors pour tout j ∈ J,
l’inclusion (X j ,G j ) ,→ (Y,H) est cocartésienne, où G j est le stabilisateur de j dans H.

Soit (X,G) ∈ Eq(C). On appelle quotient de X par G un objet Y de C muni d’un mor-
phisme p : X → Y invariant par G tel que (X,G) → (Y, {1}) soit cocartésien, i. e., tel que
pour tout objet Z de C, l’application

Hom(Y,Z) → Hom(X,Z)G

f 7→ f ◦p

soit bijective. Pour α : G → H un homomorphisme surjectif, si le quotient Y de X par
Kerα existe, alors l’action de G sur X induit une action de H sur Y, et la flèche (X,G) →
(Y,H) est cocartésienne. De plus, le quotient de X par Kerα existe si et seulement s’il
existe une flèche cocartésienne de source (X,G) au-dessus de α. Cela est vrai pour
α : G → H un homomorphisme quelconque si les sommes disjointes finies sont repré-
sentables dans C.

1.1.3. Soit F : F → C un foncteur. Pour (X,G) un objet de Eq(C), on note F(X,G) la caté-
gorie fibre de Eq(F) : Eq(F) → Eq(C) en (X,G). Pour (F ,G), (G ,G) deux objets de F(X,G),
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G agit à gauche sur HomFX (F ,G ) : pour c ∈ HomFX (F ,G ), g ∈ G, g c ∈ HomFX (F ,G ) est
l’unique flèche rendant commutatif le diagramme suivant

F
ag

∼ //

g c

��

F

c
��

G
ag

∼ // G

On a une bijection HomF(X,G) ((F ,G), (G ,G)) ' HomFX (F ,G )G.

1.2. Soit S un schéma noethérien. On note CS la catégorie des S-schémas de type fini
et on pose Eq/S = Eq(CS).

Soit (X,G) ∈ Eq/S. Rappelons que l’action de G est dite admissible [SGA1, V 1.7] si
le quotient de X par G existe dans CS , ou, ce qui revient au même, si toute trajectoire
de G dans X soit contenue dans un ouvert affine [ibid., 1.8]. Dans ce cas, le morphisme
X → X/G est fini [ibid., 1.5].

Soit (X,G) ∈ Eq/S. Pour une partie Z de X. On note Gd (Z) le stabilisateur de Z. Si x
est un point de X, on appelle Gd (x) groupe de décomposition. Ce groupe opère cano-
niquement à gauche sur le corps résiduel κ(x), et le fixateur de κ(x) est appelé groupe
d’inertie, noté Gi (x). [ibid., 2] On dit que l’action de G est libre si elle est admissible et
si Gi (x) est trivial pour tout x ∈ X. Dans ce cas, l’action de G fait de X un G-torseur sur
X/G.

Soit (X,G) ∈ Eq/S. Si G agit transitivement sur l’ensemble π0(X) des composantes
connexes de X, alors pour tout Y ∈ π0(X), l’inclusion (Y,Gd (Y)) → (X,G) est cocarté-
sienne.

1.3 Formalisme l -adique équivariant

Supposons que S soit régulier de dimension ≤ 1. Soit l un nombre premier inver-
sible sur S. On a un formalisme de faisceaux l-adiques sur les S-schémas séparés de
type fini [Eke90, § 6]. Ce formalisme a un sens pour les schémas de type fini sur S (pas
nécessairement séparés), et ce n’est que pour certaines opérations (R f! et R f !) qu’on a
besoin d’une hypothèse de séparation sur les morphismes. (Voir [LO08] pour un for-
malisme sans hypothèse de séparation.) Le formalisme l-adique dans [Eke90] marche
aussi dans le cadre équivariant. On va le rappeler brièvement.

On choisit F : F → CS un foncteur bifibré avec FX ' (X∼
ét)

op. Pour (X,G) ∈ Eq/S, on
définit la catégorie des faisceaux d’ensembles sur (X,G) par (X,G)∼ = Fop

(X,G) (1.1.3), qui
est un topos. Un faisceau sur (X,G) est donc un faisceau F sur X muni d’une action de G
à gauche, compatible à l’action de G sur X. En d’autres termes, F est muni d’une fa-
mille d’isomorphismes (bg : F → ag∗F )g∈G telle que pour tous g ,h ∈ G, le diagramme

F
bh //

bg h ))SSSSSSSSSSSSSSSSSS ah∗F
ah∗bg// ah∗ag∗F

(ag h)∗F
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soit commutatif. Un morphisme F1 →F2 de faisceaux sur (X,G) est un morphisme c :
F1 →F2 de faisceaux sur X, G-équivariant, i. e., tel que, pour tout g ∈ G, le diagramme

F1
bg //

c

��

ag∗F1

ag∗c

��
F2

bg // ag∗F2

soit commutatif.
SoitΛun anneau local artinien annulé par une puissance de l . On note Mod(X,G,Λ)

la catégorie des faisceaux de Λ-modules sur (X,G)∼. Un Λ-module sur (X,G) est
constructible si leΛ-module sur X sous-jacent est constructible. On note Modc (X,G,Λ)
la sous-catégorie pleine de Mod(X,G,Λ) formée des Λ-modules constructibles sur
(X,G). On note D(X,G,Λ) la catégorie dérivée de Mod(X,G,Λ), Dc (X,G,Λ) la sous-
catégorie pleine formée des complexes à faisceaux de cohomologie dans Modc (X,G,Λ).

Soient E un corps extension finie deQl , O son anneau des entiers, m l’idéal maximal
de O . On considère le système projectif O• = (O/mn)n∈N. On pose

Modc (X,G,O ) = 2-lim←−−
n

Modc (X,G,O/mn),

qui s’identifie à une sous-catégorie pleine de la catégorie Mod(X,G,O•) des sys-
tèmes projectifs (Mn)n∈N, où Mn ∈ Mod(X,G,O/mn) et Mn → Mm est une flèche dans
Mod(X,G,O/mn) pour n ≥ m. On note D(X,G,O•) la catégorie dérivée de Mod(X,G,O•).
Un faisceau F ∈ Mod(X,G,O•) est essentiellement nul si pour tout n ∈N, il existe m ≥ n
tel que la flèche Fm → Fn soit nulle. Un complexe K ∈ D(X,G,O•) est essentiellement
nul si H i K est essentiellement nul pour tout i ∈ Z ; K est essentiellement constant s’il
existe un complexe C de faisceaux de O-modules de torsion sur (X,G)∼ et des flèches
L → K, L → (C⊗O O/mn)n∈N dans D(X,G,O•) à cônes essentiellement nuls. On considère
le foncteur

Db(X,G,O•) → D−(X,G,O•)

K 7→ (O/m)n∈N⊗L
O• K.

On note Db(X,G,O ) le quotient de la sous-catégorie pleine de Db(X,G,O•), image in-
verse des complexes essentiellement constants, par la sous-catégorie épaisse, image
inverse des complexes essentiellement nuls. Le foncteur

(O/m)⊗L
O Rlim←−−− : Db(X,G,O•) → D+(X,G,O/m)

induit un foncteur conservatif [Eke90, 2.6, 2.7]

(O/m)⊗L
O − : Db(X,G,O ) → Db(X,G,O/m).

On note Db
c (X,G,O ) la sous-catégorie pleine de Db(X,G,O ), image inverse de

Db
c (X,G,O/m). Elle est munie d’une t-structure canonique (D≤0,D≥0), dont le cœur est

Modc (X,G,O ) [Eke90, 3.5].
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On pose Modc (X,G,E) = Modc (X,G,O )⊗O E, Db
c (X,G,E) = Db

c (X,G,O )⊗O E. Enfin
on pose Modc (X,G,Ql ) = 2-lim−−→E

Modc (X,G,E), Db
c (X,G,Ql ) = 2-lim−−→E

Db
c (X,G,E), où E

parcourt les extensions finies de Ql contenues dans une clôture algébrique Ql de Ql .
On note K(X,G,Ql ) le groupe de Grothendieck de Modc (X,G,Ql ), qui est aussi le groupe
de Grothendieck de Db

c (X,G,Ql ).
Soit R = Λ,O ,E ou Ql comme plus haut. On choisit F : F → CS un foncteur bi-

fibré avec FX ' Modc (X,R)op (resp. FX ' Db
c (X,R)op). Pour (X,G) ∈ Eq/S, on pose

Modc (X,G,R)naïf = Fop
(X,G) (resp. Db

c (X,G,R)naïf = Fop
(X,G)) (1.1.3). On a une équivalence

de catégories

Modc (X,G,R)
∼−→ Modc (X,G,R)naïf

(resp. un foncteur

(1.3.1) Db
c (X,G,R) → Db

c (X,G,R)naïf

t-exact pour les t-structures canoniques.)

Proposition 1.4. Le foncteur (1.3.1) est une équivalence de catégories si R = E ouQl .

Démonstration. Soient K,L ∈ Db
c (X,G,R). On note f : (pt,G) → (pt, {1}). Le foncteur

RHomDb
c (X,G,R)(K,−) s’identifie au composé

Db
c (X,G,R)

RHom
Db

c (X,R)
(K,−)

−−−−−−−−−−−−→ Db
c (pt,G,R)

f∗−→ Db
c (pt,R).

La suite spectrale de foncteur composé appliquée à L s’écrit

Epq
2 = Hp (G,HomDb

c (X,R)(K,L[q])) ⇒ HomDb
c (X,G,R)(K,L[p +q]).

Comme Hp (G,M) = 0 pour tout p > 0 et tout R-espace vectoriel M, on a

HomDb
c (X,G,R)(K,L) ' HomDb

c (X,R)(K,L)G.

Donc (1.3.1) est pleinement fidèle. Pour K ∈ D[a,b](X,G,R)naïf, montrons par récurrence
sur b − a que K est dans l’image essentielle de (1.3.1). Pour b − a ≤ 0, K = F [−a] pour
F ∈ Modc (X,G,R)naïf. Pour b − a ≥ 1, K est le cône de (τ≥bK)[−1] → τ≤b−1K. Il suffit
alors d’appliquer l’hypothèse de récurrence à τ≥bK ∈ D[b,b] et à τ≤b−1K ∈ D[a,b−1].

On renvoie à 5.2 pour une interprétation de Db
c (X,G,Ql ) (et des six opérations qu’on

va définir) en termes du champ de Deligne-Mumford [X/G].

1.5. Pour K,L ∈ Db
c (X,G,Ql ), G agit sur K⊗L et RH om(K,L) par

a∗
g (K⊗L)

∼−→ a∗
g K⊗a∗

g L
bg⊗bg−−−−→ K⊗L,

a∗
g RH om(K,L)

∼−→ RH om(a∗
g K, a∗

g L)
RH om(b−1

g ,bg )−−−−−−−−−−→ RH om(K,L), g ∈ G.
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Cela définit des foncteurs bi-exacts

−⊗− : Db
c (X,G,Ql )×Db

c (X,G,Ql ) → Db
c (X,G,Ql ),

RH om(−,−) : Db
c (X,G,Ql )op ×Db

c (X,G,Ql ) → Db
c (X,G,Ql ).

Soit ( f ,α) : (X1,G1) → (X2,G2) un morphisme dans Eq/S (resp. un morphisme dans
Eq/S avec f séparé). Pour L ∈ Db

c (X2,G2,Ql ), G1 agit sur f ∗L (resp. R f !L) par

a∗
g f ∗L ' f ∗a∗

α(g )L
f ∗bg−−−→ L

(resp. a∗
g R f !L ' R f !a∗

α(g )L
R f !bg−−−−→ L), g ∈ G1.

Cela définit un foncteur exact

( f ,α)∗ (resp. R( f ,α)!) : Db
c (X2,G2,Ql ) → Db

c (X1,G1,Ql ).

Si (g ,β) : (X2,G2) → (X3,G3) est un deuxième morphisme dans Eq/S (resp. un deuxième
morphisme dans Eq/S avec g séparé), alors (g f ,βα)∗ ' ( f ,α)∗(g ,β)∗ (resp. R(g f ,βα)! '
R( f ,α)!R(g ,β)!).

On va définir un foncteur exact

R( f ,α)∗ (resp. R( f ,α)!) : Db
c (X1,G1,Ql ) → Db

c (X2,G2,Ql ),

adjoint à droite (resp. à gauche) de ( f ,α)∗ (resp. R( f ,α)!). Traitons d’abord trois cas
spéciaux.

(i) Cas G1 = G2 = G, α = IdG. Pour K ∈ Db
c (X1,G,Ql ), on pose R( f , IdG)∗K = R f∗K

(resp. R( f , IdG)!K = R f!K), sur lequel G agit par

R f∗K
R f∗bg−−−−→ R f∗ag∗K = ag∗R f∗K

(resp. R f!K
R f !bg−−−→ R f!ag∗K ' ag∗R f!K), g ∈ G.

Le foncteur R( f , IdG)∗ (resp. R( f , IdG)!) ainsi défini est un adjoint à droite (resp. à
gauche) de ( f , IdG)∗ (resp. R( f , IdG)!).

(ii) Cas X1 = X2 = X, f = IdX, α surjectif. Pour F ∈ Mod(X,G1,O/mn), on définit
(IdX,α)∗F (resp. (IdX,α)!F ) comme le sous-faisceau de F des invariants (resp. le fais-
ceau quotient de F des coïnvariants) par Kerα. Il est muni d’une action de G2 in-
duite par l’action de G1 sur F . Le foncteur (IdX,α)∗ (resp. (IdX,α)!) : Mod(X,G1,O•) →
Mod(X,G2,O•) ainsi obtenu est un adjoint à droite (resp. à gauche) de (IdX,α)∗, donc est
exact à gauche (resp. à droite) et se dérive en R(IdX,α)∗ : D+(X,G1,O•) → D+(X,G2,O•)
(resp. L(IdX,α)! : D−(X,G1,O•) → D−(X,G2,O•)). Cela induit un foncteur (IdX,α)∗ (resp.
(IdX,α)!) : Db

c (X,G1,Ql ) → Db
c (X,G2,Ql ) adjoint à droite (à gauche) de (IdX,α)∗. La flèche

canonique F Kerα → FKerα induit un isomorphisme de foncteurs (IdX,α)∗
∼−→ (IdX,α)! :

Db
c (X,G1,Ql ) → Db

c (X,G2,Ql ), donc ces foncteurs sont t-exacts pour les t-structures ca-
noniques.
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(iii) Cas X1 = X2 = X, f = IdX, α injectif. On choisit un système S de représentants de
G2/α(G1). Pour K ∈ Db

c (X,G1,Ql ), on considère L =⊕
s∈S a∗

s K. Soit g ∈ G2. Pour s ∈ S, on
pose g s = tsα(hs), ts ∈ S, hs ∈ G1. Alors g agit sur L par

a∗
g

⊕
s∈S

a∗
s K '⊕

s∈S
a∗

ts
a∗

hs
K

⊕
s∈S a∗

ts bhs−−−−−−−−→⊕
s∈S

a∗
ts

K.

On pose (IdX,α)∗K = (IdX,α)!K = L. Cette définition ne dépend pas du choix de S à
isomorphisme près. Le foncteur t-exact

(IdX,α)∗ = (IdX,α)! : Db
c (X,G1,Ql ) → Db

c (X,G2,Ql )

ainsi défini est à la fois un adjoint à droite et un adjoint à gauche de (IdX,α)∗.
Dans le cas général, on décompose ( f ,α) en

(X1,G1)
( f ,IdG1 )−−−−−→ (X2,G1)

(IdX2 ,α)−−−−−→ (X2,G2)

et α en G1
α1−→ Imα

α2−→ G2. On pose R( f ,α)∗ = (IdX2 ,α2)∗(IdX2 ,α1)∗R( f , IdG1 )∗ (resp.
R( f ,α)! = (IdX2 ,α2)!(IdX2 ,α1)!R( f , IdG1 )!). Le foncteur R( f ,α)∗ (resp. R( f ,α)!) ainsi dé-
fini est un adjoint à droite (resp. à gauche) de ( f ,α)∗ (resp. R( f ,α)!). Il s’en suit que
R(g f ,βα)∗ ' R(g ,β)∗R( f ,α)∗ (resp. R(g f ,βα)! ' R(g ,β)!R( f ,α)!). Voir aussi [SGA4, XVII
3.3.2].

On enlève α de la notation lorsqu’il n’y a pas de confusion à craindre. Les six opé-
rations sur Db

c induisent les opérations correspondantes sur les groupes de Grothen-
dieck.

Soit aX : (X,G) → (S, {1}). On vérifie que Ra !
XQl est globalement défini (le cas gé-

néral découle du cas séparé par [BBD82, 3.2.4]). On pose DX = RH omX(−,Ra !
XQl ).

On a DXDX ' Id. Pour K,L ∈ Db
c (X,G,Ql ), on a DXRH omX(K,L) = K ⊗DXL. Si ( f ,α) :

(X,G) → (Y,H) est un morphisme dans Eq/S avec f séparé, alors DX f ∗ ' R f !DY et
DYR( f ,α)∗ ' R( f ,α)!DX. En effet, tous les énoncés sauf le dernier résultent facilement
des analogues sans actions de groupe. Pour le dernier énoncé, on remarque que pour
tout K ∈ Db

c (X,G,Ql ) et tout L ∈ Db
c (Y,H,Ql ), on a

HomY(DYR f∗K,L) ' HomY(DYL,R f∗K) ' HomX( f ∗DYL,K) ' HomX(DXR f !L,K)

' HomX(DXK,R f !L) ' HomY(R f!DXK,L).

Pour (X,G) ∈ Eq/S, K ∈ Db
c (X,G,Ql ) et g ∈ G, bg induit un isomorphisme K

∼−→ Tg∗K,
où Tg = (ag ,h 7→ g−1hg ) comme dans 1.1.

1.5.1. Si ( f ,α) : (X,G) → (Y,H) est cocartésien avec α injectif, alors ( f ,α)∗ est une équi-
valence de catégories. Cela résulte de (1.1.1) et de la définition de ( f ,α)∗.

Proposition 1.6. Soient ( f ,α) : (X,G) → (Y,H), (g ,β) : (Y′,H′) → (Y,H) deux morphismes
de même but dans Eq/S avec f séparé. Pour r ∈ H, formons le carré cartésien

(1.6.1) (X′,G′)r
(h,γ)r //

( f ′,α′)r

��

(X,G)

( f ,α)
��

(Y′,H′)
(g ,β) // (Y,H)

Tr // (Y,H)
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où Tr est comme plus haut. Le foncteur R( f ′,α′)r !(h,γ)∗r ne dépend, à isomorphisme près,
que de la double classe (Imβ)r (Imα) ⊂ H et on a

(g ,β)∗R( f ,α)! '
⊕

r
R( f ′,α′)r !(h,γ)∗r ,

où r parcourt un système de représentants de Imβ\H/Imα. En particulier, R( f ,α)! com-
mute à tout changement de base (g ,β) dans Eq/S vérifiant #(Imβ\H/Imα) = 1.

Le cas où f = g = IdY avec Y le spectre d’un corps séparablement clos est une ver-
sion de la formule de Mackey [Ser98, 7.3].

On renvoie à 5.4 pour une interprétation en termes de champs.

Démonstration. On remarque d’abord que R( f ,α)! commute au changement de base
(g ,β) dans chacun des trois cas suivants : (i) α= Id ; (ii) f = Id et α surjectif ; (iii) f = Id,
α injectif et β surjectif. Cela résulte du théorème de changement de base usuel [SGA4,
XVII 5.2.6] dans le cas (i), et de la définition de (Id,α)! dans les cas (ii) et (iii).

On factorise α en G
α1−→ Imα

α2−→ H, β en H′ β1−→ Imβ
β2−→ H, et (1.6.1) en un diagramme

à carrés cartésiens

(X′,G′)r
(h,γ)r //

��

(X,G)

( f ,α1)

��
(Y′, I′r )

(g ,σr ) //

(IdY′ ,α′
2,r )

��

(Y,Ir )
(ar ,τr ) //

(IdY ,ρr )
��

(Y,Imα)

(IdY ,α2)
��

(Y′,H′)
(g ,β1) // (Y,Imβ)

(IdY ,β2) // (Y,H)
Tr // (Y,H)

On a

R( f ′,α′)r !(h,γ)∗r ' (IdY′ ,α′2,r )!(g ,σr )∗(ar ,τr )∗R( f ,α1)! d’après (i) et (ii)

' (g ,β1)∗(IdY,ρr )!(ar ,τr )∗R( f ,α1)! d’après (iii).

Donc pour montrer la proposition, on peut supposer que f = g = IdY et que α et β
sont des inclusions. On peut prendre pour (1.6.1) le diagramme suivant :

(Y,H′∩ r Gr−1)
(ar ,γr ) //

(Id,α′
r )

��

(Y,G)

(Id,α)
��

(Y,H′)
(Id,β) // (Y,H)

Tr // (Y,H)

où α′r est l’inclusion, γr est donné par g 7→ r−1g r . Soit K ∈ Db
c (Y,G,Ql ). Soit R un sys-

tème de représentants de H′\H/G. Pour r ∈ R, soit Sr un système de représentants de
H′/(H′∩r Gr−1). Posons Lr =⊕

s∈Sr
a∗

s a∗
r K ' (Id,α′r )!(ar ,γr )∗K. Comme

⋃
r∈R Sr r est un

système de représentants de H/G, on a

(1.6.2)
⊕
r∈R

Lr '
⊕
r∈R

⊕
s∈Sr

a∗
sr K

∼−→ (Id,β)∗(Id,α)!K.
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Pour h ∈ H′, si on pose hs = tshs , ts ∈ Sr , hs ∈ H′∩ r Gr−1, alors h agit sur Lr par

a∗
h

⊕
s∈Sr

a∗
s a∗

r K ' ⊕
s∈Sr

a∗
ts

a∗
hs

a∗
r K

⊕
s∈Sr a∗

ts ba∗r K,hs−−−−−−−−−−−→ ⊕
s∈Sr

a∗
ts

a∗
r K,

où ba∗
r K,hs est donné par

a∗
hs

a∗
r K ' a∗

r a∗
γr (hs )K

a∗
r bγr (hs )−−−−−−→ a∗

r K.

Comme hsr = tsr r−1hsr , tsr ∈ Sr r , r−1hsr ∈ G, h agit sur (Id,β)∗(Id,α)!K par

a∗
h

⊕
r∈R

⊕
s∈Sr

a∗
sr K '⊕

r∈R

⊕
s∈Sr

a∗
ts r a∗

r−1hs r K
a∗

ts r (br−1hs r )−−−−−−−−→⊕
r∈R

⊕
s∈Sr

a∗
ts r K.

Donc l’isomorphisme (1.6.2) est H′-équivariant. L’image de Lr ne dépend que de la
double classe H′r G.

Proposition 1.7. Soit ( f ,α) : (X,G) → (Y,H) un morphisme dans Eq/S.
(a) Supposons que α : G → H soit surjectif et que f fasse de Y un quotient de X par

Kerα. Alors pour tout K ∈ Db
c (Y,H,Ql ), la flèche d’adjonction K → ( f ,α)∗( f ,α)∗K est un

isomorphisme.
(b) Si de plus Kerα opère librement sur X, de sorte que X est un (Kerα)-torseur sur Y,

alors pour tout L ∈ Db
c (X,G,Ql ), la flèche d’adjonction ( f ,α)∗( f ,α)∗L → L est un isomor-

phisme.

On renvoie à 5.3 pour une interprétation en termes de champs dans le cas (b).

Démonstration. (a) Pour tout point géométrique ȳ de Y à valeur dans un corps algé-
briquement clos, ȳ est le quotient de Xred

ȳ par Kerα (ceci découle de [SGA1, V 1.1 (iii)]).
Quitte à changer S, on peut supposer H = {e}, Y = y = Speck avec k un corps algébri-
quement clos et X réduit. Alors il existe un sous-groupe G1 de G tel que X =∐

h∈G1\G xh ,
où xh = Speck et l’action de G est donnée par ag (xh) = xhg . Soit K ∈ Db

c (Y,Ql ). Alors
(( f ,α)∗K)xh = K, et g ∈ G agit par

a∗
g ( f ,α)∗K ' ( f ,α)∗K

Id−→ ( f ,α)∗K.

Donc ( f , Id)∗( f ,α)∗K '⊕
h∈G/G1

Kh , où Kh = K, et g ∈ G agit par⊕
h∈G/G1

(Kh
Id−→ Kg h).

Donc la diagonale induit un isomorphisme K → (
⊕

h∈G/G1
Kh)G ' ( f ,α)∗( f ,α)∗K.

(b) Si Kerα opère librement sur X, alors pour tout point géométrique ȳ → Y, X ȳ

est un Kerα-torseur sur ȳ . On fait le même dévissage qu’en (a). Dans notre cas G1 = {1}.
Soit (g ,β) une section de ( f ,α) (par exemple (y,1) 7→ (x1,1)). Alors (g ,β) est cocartésien,
donc (g ,β)∗ est une équivalence de catégories. Il en résulte que ( f ,α)∗ l’est aussi, d’où
le résultat.

Remarque. Soient k/k0 une extension finie galoisienne, k ′ une extension finie de k tel
que k ′ soit galoisien sur k0. Alors (Speck ′,Gal(k ′/k0)) → (Speck,Gal(k/k0)) vérifie les
hypothèses de (b).
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1.8 Traces locales

Soit G un groupe fini agissant sur x = Specκ(x). Le corps κ(x) est muni d’une action
de G à gauche. Soit x̄ un point géométrique algébrique au-dessus de x, i. e., le spectre
d’un corps κ(x̄), clôture séparable de κ(x). On pose

Gx̄ = G×Gal(κ(x)/κ(x)G) Gal(κ(x̄)/κ(x)G).

Soit l un nombre premier inversible sur x. On a une équivalence de catégories

Modc (x,G,Ql ) → Rep(Gx̄ ,Ql )

L 7→ Lx̄ ,

où Rep(Gx̄ ,Ql ) est la catégorie des Ql -représentations continues de Gx̄ . Pour L ∈
Modc (x,G,Ql ), (DL)x̄ s’identifie à la représentation contragrédiente de Lx̄ .

Soient H un groupe fini agissant sur y = Specκ(y) et ( f ,α) : (x,G) → (y,H) un mor-
phisme avec f fini. Prenons ȳ un point géométrique algébrique au-dessus de y s’insé-
rant dans un carré commutatif

x̄

��

// x

f
��

ȳ // y

À l’aide de f , on identifie κ(y) à un sous-corps de κ(x). On a κ(y)H ⊂ κ(y)G ⊂ κ(x)G,
d’où un diagramme commutatif de groupes

G //

α

��

Gal(κ(x)/κ(x)G)

��

Gal(κ(x̄)/κ(x)G)oo

��
H // Gal(κ(y)/κ(y)H) Gal(κ(ȳ)/κ(y)H)oo

qui induit un homomorphisme αx̄ = ( f ,α)x̄ : Gx̄ → Hȳ . Soit L ∈ Modc (X,G,Ql ). On a
(( f ,α)∗L)ȳ ' (αx̄ )∗Lx̄ comme Hȳ -représentations. Ici (αx̄ )∗ est la co-induction. (Si on
note (αx̄ )! l’induction, on a un isomorphisme canonique (αx̄ )∗

∼−→ (αx̄ )!. Cf. 1.5 (ii) et
(iii).) Le caractère de la représentation (αx̄ )∗ peut se calculer en utilisant le lemme sui-
vant.

Lemme 1.9. Soient F un corps, α : G1 → G2 un homomorphisme de groupes (abstraits)
avec N = Kerα d’ordre fini et I = Imα d’indice fini dans G2, L un F-espace vectoriel de
dimension finie, ρ : G1 → GLF(L) une représentation linéaire. On note α∗L le module co-
induit, i. e., α∗L = HomF[I](F[G2],LN) avec l’action de G2 induite par multiplication à
droite sur F[G2]. Alors pour tout g ∈ G2,

(1.9.1) #N ·Tr(g ,α∗L) =∑
s

∑
t∈G1

α(t )=s−1g s

Tr(t ,L),

où s parcourt un système de représentants de G2/I.
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Démonstration. Il suffit de traiter les deux cas spéciaux suivants.
(i) Cas N = {1}. La formule est immédiate (voir, par exemple, [Ser98, 3.3]).
(ii) Cas I = G2. Soit ḡ =∑

t∈G1
α(t )=g

ρ(t ) ∈ EndF(L). Alors ḡ (L) ⊂ LN. Le membre de droite

de (1.9.1) est
Tr(ḡ ,L) = Tr(ḡ ,LN)+Tr(ḡ ,L/LN) = #N ·Tr(g ,LN).

1.10. Soit (X,G) ∈ Eq/S. Pour tout point x ∈ X, κ(x) est muni d’une action à gauche du
groupe de décomposition à

Gd (x) = {
g ∈ G

∣∣ag (x) = x
}

.

On désigne le schéma Specκ(x) encore par x et on note ix le morphisme (x,Gd (x)) →
(X,G). Soit x̄ un point géométrique algébrique au-dessus de x. On pose

(1.10.1) Gd (x, x̄) = Gd (x)x̄ = Gd (x)×Gal(κ(x)/κ(x)Gd (x)) Gal(κ(x̄)/κ(x)Gd (x)).

En d’autres termes, un éléments de Gd (x, x̄) est un couple (g ,φ) où g ∈ Gd (x) et φ ∈
Aut(κ(x̄)) induisent le même automorphisme sur κ(x).

Soient ( f ,α) : (X,G) → (Y,H) un morphisme dans Eq/S, x ∈ X, y = f (x), x̄ → x au-
dessus de ȳ → y . Alors ( f ,α) induit ( fx ,αx ) : (x,Gd (x)) → (y,Hd (y)) et αx̄ = ( f ,α)x̄ :
Gd (x, x̄) → Hd (y, ȳ).

Soit L ∈ Db
c (X,G,Ql ). On pose Lx = i∗x L ∈ Db

c (x,Gd (x),Ql ). Pour g ∈ G, bg induit
Lag x ' (Tg ,x )∗Lx , où Tg = (ag ,h 7→ g−1hg ) comme dans 1.1.

Soit f : (X,G) → (Y,H) un morphisme fini. Soit y ∈ Y. Notons Oy l’orbite de y sous H.
On choisit un système S de représentants des orbites dans X sous G au-dessus de Oy .
Pour x ∈ S, notons Ox l’orbite de x sous G, fOx : Ox → Oy la restriction de f à Ox , et z =
f (x). Choisissons hx ∈ H tel que ahx (y) = z. Alors (( f ,α)∗L)|Oy ' ⊕

s∈S( fOx ,α)∗(L|Ox ).
Donc

(( f ,α)∗L)y '
⊕
x∈S

(( fOx ,α)∗(L|Ox ))y '
⊕
x∈S

T∗
hx ,y (( fOx ,α)∗(L|Ox ))z '

⊕
x∈S

T∗
hx ,y ( fx ,αx )∗Lx .

Prenons x̄ → x et z̄ → z au-dessus de ȳ → y . Alors pour tout h ∈ Hd (y, ȳ),

Tr(h, (( f ,α)∗L)ȳ ) = ∑
x∈S

Tr(Thx ,ȳ (h), (αx̄ )∗Lx̄ )

= ∑
x∈S

1

#Nx

∑
s∈Hd (z,z̄)/Ix

∑
t∈Gd (x,x̄)

αx̄ (t )=s−1Thx ,ȳ (h)s

Tr(t ,Lx̄ ), d’après (1.9.1)(1.10.2)

où Nx = Kerαx̄ , Ix = Imαx̄ .

Proposition 1.11. On utilise les notations de 1.7. Soient x ∈ X, y = f (x), ȳ → y au-dessus
de x̄ → x. Dans le cas (a) (resp. (b)) de 1.7, l’homomorphisme αx̄ : Gd (x, x̄) → Hd (y, ȳ) est
surjectif (resp. un isomorphisme).
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Démonstration. D’après [SGA1, V 1.1 (iii)], κ(x) est une extension quasi-galoisienne de
κ(y) et l’homomorphisme Kerαx → Gal(κ(x)/κ(y)) est surjectif. Donc κ(x)Gd (x) est une
extension radicielle de κ(y)Hd (y), d’où un carré cartésien de groupes

Gd (x, x̄)

��

αx̄ // Hd (y, ȳ)

��
Gd (x) // Hd (y)×Gal(κ(y)/κ(y)Hd (y)) Gal(κ(x)/κ(x)Gd (x))

Donc αx̄ est surjectif.
Dans le cas (b), l’homomorphisme Kerαx → Gal(κ(x)/κ(y)) est un isomorphisme.

Donc αx̄ est un isomorphisme.

Corollaire 1.12. Soient K un corps, K′ une extension finie galoisienne, η = SpecK, η′ =
SpecK′, (X,G) ∈ Eq/η. Considérons (pr1, Id) : (Xη′ ,G) → (X,G). Soient x ∈ X, y ∈ Xη′ au-
dessus de x, ȳ → y au-dessus de x̄ → x. Alors l’image de Idȳ : Gd (y, ȳ) → Gd (x, x̄) est

G′ = Gd (x)×Gal(κ(x)/κ(x)Gd (x)) Gal(κ(x̄)/κ(x)Gd (x) ·K′).

Démonstration. Il est clair que ImIdȳ ⊂ G′. Soit (g ,φ) ∈ G′. Notons H = Gal(K′/K). For-
mons le diagramme commutatif à carré cartésien

(Xη′ ,G) //

(pr1,Id)

++
(Xη′ ,G×H)

pr1 //

pr2

��

(X,G)

��
(η′,H) // (η, {1})

D’après 1.11 (b), l’homomorphisme (pr1)ȳ : (G×H)d (y, ȳ) → Gd (x, x̄) est un isomor-
phisme. Soit (g ,h,ψ) l’image inverse de (g ,φ). Alors ψ|K′ = IdK′ . En appliquant (pr2)ȳ ,
on obtient (h,ψ) ∈ Hd (η′, η̄), donc h = 1, i. e., (g ,φ) = Idȳ (g ,ψ).

1.13 E-compatibilité

Soient p un nombre premier, E un corps de caractéristique 0, I un ensemble, γ une
application

I →
{

(l , ι)
∣∣∣ l un nombre premier 6= p, ι : E ,→Ql un plongement de corps

}
,

où, pour chaque l ,Ql est une clôture algébrique deQl . Pour λ ∈ I, on écrit γ(λ) = (lλ, ιλ).
Soient K = Fp f un corps fini (resp. un corps local de corps résiduel k = Fp f , i. e., le

corps des fractions d’un anneau de valuation discrète hensélien excellent R de corps
résiduel k), η= SpecK. Soit (X,G) ∈ Eq/η. On désigne par |X| l’ensemble des points fer-
més de X. Pour x ∈ |X|, κ(x) est une extension finie de K. Soit x̄ un point géométrique
algébrique au-dessus de x. On note F0 ∈ Aut(κ(x̄)) le Frobenius géométrique (absolu)
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qui envoie a sur a1/p (resp. Rx l’anneau des entiers de κ(x), Rx̄ le normalisé de Rx dans
κ(x̄), x0 le point fermé de SpecRx , x̄0 le point fermé de SpecRx̄ , F0 ∈ Aut(κ(x̄0)) le Fro-
benius géométrique). On note ρ l’inclusion Gal(κ(x̄)/κ(x)Gd (x)) ,→ Aut(κ(x̄)) (resp. l’ho-
momorphisme composé Gal(κ(x̄)/κ(x)Gd (x)) → Gal(κ(x̄0)/κ(x0)Gd (x)) ,→ Aut(κ(x̄0))).

Définition 1.14. (i) On dit qu’un système (tλ)λ∈I ∈
∏
λ∈IQlλ est (E,I,γ)-compatible (ou

E-compatible s’il n’y a pas de confusion à craindre) s’il existe c ∈ E tel que tλ = ιλ(c)
pour tout λ ∈ I.

(ii) On dit qu’un système de complexes (Lλ)λ∈I ∈ ∏
λ∈I Db

c (X,G,Qlλ) est (E,I,γ)-
compatible (ou E-compatible s’il n’y a pas de confusion à craindre) si pour tout x ∈ |X|,
tout x̄ → x et tout (g ,φ) ∈ Gd (x, x̄) (1.10.1) avec ρ(φ) une puissance entière de F f

0 , le
système (Tr((g ,φ), (Lλ)x̄ ))λ∈I est (E,I,γ)-compatible.

Les systèmes E-compatibles sur (X,G) forment une sous-catégorie triangulée de
la catégorie produit

∏
λ∈I Db

c (X,G,Qlλ), notée Db
c (X,G,E). Lorsque G = {1}, on écrit

simplement Db
c (X,E). La E-compatibilité de (Lλ)λ∈I ne dépend que de ([Lλ])λ∈I ∈∏

λ∈I K(X,G,Qlλ) (1.3).

Proposition 1.15. Soient (Lλ)λ∈I ∈
∏
λ∈I Db

c (X,G,Qlλ), x ∈ |X|, x̄ → x, N ∈ Z. Supposons

que pour tout (g ,φ) ∈ Gd (x, x̄) avec ρ(φ) = F f n
0 , n ≥ N, le système (Tr((g ,φ), (Lλ)x̄ ))λ∈I est

E-compatible. Alors ((Lλ)x )λ∈I est E-compatible.

Démonstration. On peut supposer X = x et #I = 2. On peut supposer [Lλ] = [Fλ]− [Gλ]
avec Fλ,Gλ ∈ Modc (x,G,Qlλ) semi-simples, λ ∈ I. Il suffit de montrer que le système

(Tr((g ,φ), (Lλ)x̄ ))λ∈I est E-compatible pour tout (g ,φ) ∈ Gd (x, x̄) avec ρ(φ) = F f (N−1)
0 .

On pose Z = Aut(κ(x̄)) (resp. Z = Aut(κ(x0))). On note τ l’homomorphisme composé

Gd (x, x̄)
pr2−−→ Gal(κ(x)/κ(x)Gd (x))

ρ−→ Z
r−→ Ẑ,

où r est l’isomorphisme qui envoie F0 sur 1. Dans le cas fini, on pose W = τ−1(Z) ; dans
le cas local, il existe un sous-groupe ouvert I1 de τ−1(0) agissant trivialement sur les
(Fλ)x̄ et (Gλ)x̄ , λ ∈ I en vertu du théorème de monodromie locale de Grothendieck,
et on pose W = τ−1(Z)/I1. Dans les deux cas, τ induit un homomorphisme surjectif
ν : W → f ′Z de noyau fini avec f | f ′. Le groupe infini W agit par conjugaison sur l’en-
semble fini ν−1( f ′). Le centre Z(W) de W, qui est le fixateur de ν−1( f ′), est d’indice fini.
Soit h ∈ τ−1(Z) tel que τ(h) ≥ f et que l’image de h dans W appartienne à Z(W). Alors
pour tout (g ,φ) ∈ Gd (x, x̄) avec τ(g ) = f (N− 1), g h et hg définissent le même auto-
morphisme sur (Fλ)x̄ . Il en est de même sur (Gλ)x̄ . On conclut en appliquant [Ill06,
8.1].

Le théorème suivant est le résultat principal de cet article.

Théorème 1.16. Sur un corps fini ou local comme dans 1.13, les six opérations pré-
servent la E-compatibilité. Plus précisément, pour ( f ,α) : (X,G) → (Y,H) dans Eq/η,
(Lλ)λ∈I, (Mλ)λ∈I ∈ Db

c (X,G,E), (Nλ)λ∈I ∈ Db
c (Y,H,E), on a

(Lλ⊗Mλ)λ∈I, (RH om(Lλ,Mλ))λ∈I, (( f ,α)∗Nλ)λ∈I ∈ Db
c (X,G,E),

(R( f ,α)∗Lλ)λ∈I ∈ Db
c (Y,H,E),
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et, lorsque f est séparé,

(R( f ,α)!Nλ)λ∈I ∈ Db
c (X,G,E), (R( f ,α)!Lλ)λ∈I ∈ Db

c (Y,H,E).

Corollaire 1.17. La dualité préserve la E-compatibilité. Plus précisément, pour (X,G) ∈
Eq/S, (Lλ)λ∈I ∈ Db

c (X,G,E), on a (D(X,G)Lλ)λ∈I ∈ Db
c (X,G,E).

Démonstration. Pour montrer que (DXLλ)λ∈I est E-compatible, on s’intéresse aux
traces en un point x ∈ |X|. Soit V un voisinage ouvert séparé de x dans X. Quitte à
remplacer (X,G) par (

⋂
g∈Gd (x) ag (V),Gd (x)), on peut supposer X séparé. Ce cas découle

de 1.16.

En fait, 1.16 et 1.17 seront démontrés en même temps (voir 2.5 et 3.9).

Remarque 1.18. (i) On retrouve le théorème de Gabber [Fuj02, Th. 2] pour G = {1} et K
fini.

(i’) Dans le cas K local, soient η1 une extension finie de η, η1 → η1, X → η1 un mor-
phisme séparé de type fini muni d’une action d’un groupe fini G. Si (g ,φ) ∈ Gd (η1,η1)

avec ρ(φ) = F f n
0 , n ∈Z, alors 1.16 combiné avec (I.2.4.1) et (I.2.4.4) implique que∑

i∈Z
(−1)i Tr((g ,φ),Hi

c (Xη1
,Ql )) ∈ p f d min{0,n}Z

est indépendant de l , où d = dimX. On retrouve ainsi [Och99, Th. B], le cas s = SpecFp

de [Vid04, 4.2] et le cas (très particulier) de [Sai03, 0.1] où Γ est la classe du graphe de
ag .

(ii) 1.16 équivaut à l’énoncé pour #I = 2.
(iii) On peut remplacer E par une extension algébrique quelconque E′. En effet,

pour tout λ ∈ I, notons Jλ l’ensemble des plongements µ : E′ → Qlλ qui prolongent ιλ.
Soit I′ une partie de

∐
λ∈I Jλ, qui contient au moins un élément de chaque Jλ, λ ∈ I, et

au moins un Jλ, λ ∈ I, au cas où I est non vide. On note γ′ : I′ → {(l , ι)} l’application qui
envoie µ ∈ Jλ sur (lλ,µ). Alors un système (tλ)λ∈I ∈

∏
λ∈IQlλ est (E,I,γ)-compatible si

et seulement si (t ′µ)µ∈I′ ∈ ∏
µ∈I′Qlµ est (E′, I′,γ′)-compatible, où t ′µ = tλ pour µ ∈ Jλ. Le

foncteur

M :
∏
λ∈I

Db
c (X,G,Qlλ) → ∏

µ∈I′
Db

c (X,G,Qlµ)

(Lλ)λ∈I 7→ (L′
µ)µ∈I′ , où L′

µ = Lλ pour µ ∈ Jλ,

commute aux six opérations et à la dualité. Un système (Lλ)λ∈I ∈
∏
λ∈I Db

c (X,G,Qlλ) est
E-compatible si et seulement si M((Lλ)λ∈I) est E′-compatible.

(iv) Les énoncés pour ( f ,α)∗ et ⊗ sont triviaux. L’énoncé pour ( f ,α)∗ avec f fini
résulte de (1.10.2). L’énoncé pour D dans le cas où X est régulier et où les Lλ sont à fais-
ceaux de cohomologie lisses découle du théorème de pureté : pour x ∈ |X|, (DXLλ)x '
(Dx (Lλ)x )(dx )[2dx ], où dx = dimx X, et évidemment Dx préserve la E-compatibilité.

(v) On verra en 4.8 que RΨ préserve aussi la E-compatibilité.
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2 Descente galoisienne et indépendance de l sur un corps fini

2.1. Une technique de Deligne-Lusztig [DL76, démonstration de 3.3] permet de se dé-
barrasser de l’action de groupe dans certaines circonstances.

Soit S un schéma noethérien. On désigne par Eqadm/S la sous-catégorie pleine de
Eq/S formée des couples (X,G) où G agit sur X de façon admissible (1.2).

Lemme 2.2. Soient G un groupe fini, f : S′ → S un G-torseur. Le foncteur

ε f : CS
∼−→ (Eqadm/S)G/(S′,G)

X 7→ (X×S S′,G),

où G agit sur X×S S′ via son action sur S′, est une équivalence de catégories.

Démonstration. C’est un cas particulier de la descente galoisienne (voir [SGA1, VIII 7.6]
et [BLR90, 6.2.B]). Un quasi-inverse de ε f est donné par (Y,G) 7→ Y/G.

Notons e f ,X : (X×S S′,G) → (X,{1}) la projection.

2.3. Soit (
(Sm ,Z/mZ)m≥1,

(
( fm,n ,αm,n) : (Smn ,Z/mnZ) → (Sm ,Z/mZ)

)
m,n≥1

)
un système projectif, où S1 = S, αm,n :Z/mnZ→Z/mZ désigne l’homomorphisme qui
envoie 1̄ sur 1̄, tel que fm,n soit un Kerαm,n-torseur, m,n ≥ 1. Soit (X,G) ∈ Eqadm/S.
Soient m ≥ 1, g ∈ G. Notons ng l’ordre de g . On considère l’action diagonale de Z/ngZ

sur XSm ×Sm Sng m , celle sur XSm étant donnée par l’homomorphisme ig : Z/ngZ→ G
qui envoie 1̄ sur g et celle sur Sng m donnée par l’homomorphisme Z/ngZ→Z/ng mZ

qui envoie 1̄ sur m̄. On définit un foncteur

(Eqadm/S)G → CSm

(X,G) 7→ X(m,g ) = ε−1
fm,ng

(XSm ×Sm Sng m ,Z/ngZ).

Posons
d(X,G),m,g = (pr1, ig ) : (XSm ×Sm Sng m ,Z/ngZ) → (X,G).

Rappelons
e fm,ng ,X(m,g ) : (XSm ×Sm Sng m ,Z/ngZ) → (X(m,g ), {1}).

Supposons que S soit régulier de dimension ≤ 1. Posons

C(X,G),m,g = e fm,ng ,X(m,g )∗d∗
(X,G),m,g : Db

c (X,G,Ql ) → Db
c (X(m,g ),Ql ).

La définition de Cm,g commute aux six opérations et à la dualité. Plus précisément,
on a

C(X,G),m,g RH om(X,G)(−,−) ' RH omX(m,g ) (C(X,G),m,g−,C(X,G),m,g−),

C(X,G),m,g (−⊗−) ' C(X,G),m,g −⊗C(X,G),m,g−,C(X,G),m,g D(X,G) ' DX(m,g ) C(X,G),m,g ,
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et, pour ( f , Id) : (X,G) → (Y,G) dans Eqadm/S,

C(X,G),m,g ( f , Id)∗ ' ( f (m,g ))∗C(Y,G),m,g ,C(Y,G),m,g R( f ,α)∗ ' R( f (m,g ))∗C(X,G),m,g ,

et, lorsque f est séparé,

C(X,G),m,g R( f , Id)! ' R( f (m,g ))!C(Y,G),m,g ,C(Y,G),m,g R( f ,α)! ' R( f (m,g ))!C(X,G),m,g .

Reprenons les notations de 1.13. En particulier, K = Fp f (resp. K est un corps local
de corps résiduel Fp f ). Pour m ≥ 1, soient Km = Fp f m (resp. Km une extension non ra-
mifiée de K de corps résiduel Fp f m ), ηm = SpecKm . Pour m ≥ 1, Z/mZ agit sur ηm via
l’isomorphisme de groupes

(2.3.1) Z/mZ→ Gal(Km/K)

où l’image φ de 1̄ est donné par φ = F f
0 |Km (resp. φ̄ = F f

0 |Fp f m , où φ̄ est la réduction
de φ). Appliquons 2.3 au système projectif (ηm)m≥1.

Proposition 2.4. Soient (X,G) ∈ Eqadm/η, (Lλ)λ∈I ∈
∏
λ∈I Db

c (X,G,Qlλ). Pour que (Lλ)λ∈I

soit E-compatible, il faut et il suffit que pour tout m ≥ 1 et tout g ∈ G,

(C(X,G),m,g Lλ)λ∈I ∈
∏
λ∈I

Db
c (X(m,g ),Qlλ)

soit E-compatible.

Démonstration. La nécessité est claire. Soit (Lλ)λ∈I ∈
∏
λ∈I Db

c (X,G,Qlλ) tel que pour
tout m ≥ 1 et tout g ∈ G, (Cm,g Lλ)λ∈I soit E-compatible. Comme e∗fm,ng

e fm,ng ∗ ' Id (1.7

(b)), on a (d∗
m,g Lλ)λ∈I ∈ Db

c (Xηm ×ηm ηng m ,Z/ngZ,E). D’après 1.15, il suffit de montrer

que pour tout x ∈ |X|, tout x̄ → x et tout (g ,φ) ∈ Gd (x, x̄) avec ρ(φ) = F f m
0 , m ≥ 1,

(Tr((g ,φ), (Lλ)x̄ ))λ∈I est E-compatible. Soient y ∈ |Xηm | au-dessus de x, ȳ → y au-dessus
de x̄ → x. D’après 1.12, on a (g ,φ) ∈ Gd (y, ȳ), correspondant à (1̄,φ) ∈ (Z/ngZ)d (y, ȳ).
On prend le diagramme commutatif à carré cartésien

(Xηm ×ηm ηng m ,Z/ngZ) (Id,∆) // (Xηm ×ηm ηng m ,Z/ngZ×Z/ngZ) //

��

(Xηm ,Z/ngZ)

��
(ηng m ,Z/ngZ) // (ηm , {1})

Soient z ∈ |Xηm ×ηm ηng m | au-dessus de y , z̄ → z au-dessus de ȳ → y . D’après 1.11 (b),
l’homomorphisme

(Z/ngZ×Z/ngZ)d (z, z̄) → (Z/ngZ)d (y, ȳ)

est un isomorphisme. Soit (1̄,b,φ) ∈ (Z/ngZ×Z/ngZ)d (z, z̄) l’image inverse de (1̄,φ).
Alors (b,φ) ∈ (Z/ngZ)d (ηng m , η̄), donc b = 1̄. Bref, (dm,g )z̄ : (Z/ngZ)d (z, z̄) → Gd (x, x̄)
envoie (1̄,φ) sur (g ,φ). Donc les

Tr((g ,φ), (Lλ)x̄ ) = Tr((1̄,φ), (d∗
m,g Lλ)z̄ )

forment un système E-compatible.
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Scholie. Avec les notations de la démonstration, si on note w l’image de z par e fm,ng
,

on choisit w → w au-dessous de z̄ → z et on désigne encore par φ l’image de (1,φ) par

(e fm,ng
)z̄ : (Z/ngZ)d (z, z̄) → {1}d (w, w) = Gal(κ(w)/κ(w)),

alors
Tr((g ,φ), (Lλ)x̄ ) = Tr(φ, (C(X,G),m,g Lλ)w ).

2.5. Démonstration de 1.16 dans le cas d’un corps fini. On sait que ( f ,α)∗ et ⊗ pré-
servent la E-compatibilité. Pour montrer 1.16, il suffit d’établir la stabilité par D et
R( f ,α)∗. La stabilité par R( f ,α)!, R( f ,α)! et RH om s’obtiendront par dualité. Comme
R( f ,α)∗ = (Id,α)∗R( f , Id)∗, on peut supposer α = Id. D’après 2.4 et le théorème de
Gabber, D et R( f , Id)∗ préservent la E-compatibilité lorsque les actions de groupe sont
admissibles.

Soit (Lλ)λ∈I ∈ Db
c (X,G,E). Pour montrer que (DXLλ)λ∈I est E-compatible, on s’inté-

resse aux traces en un point x ∈ |X|. Soient V un voisinage ouvert séparé de x dans X,
U un voisinage ouvert affine de x dans

⋂
g∈Gd (x) ag (V). Quitte à remplacer (X,G) par

(
⋂

g∈Gd (x) ag (U),Gd (x)), on peut supposer X affine. Ce cas est déjà connu.
Soit f : X → Y un morphisme G-équivariant. Pour montrer que R f∗ préserve la

E-compatibilité, on fait une récurrence sur d = dimX. Le cas d < 0 est trivial. Pour
d ≥ 0, on prend un ouvert dense affine G-stable U de X et on note j : U ,→ X. Pour
(Lλ)λ∈I ∈ Db

c (X,G,E), comme [Lλ]−[R j∗ j∗Lλ] est à support de dimension ≤ d −1, il suf-
fit de montrer que (R j∗ j∗Lλ)λ∈I et (R( f j )∗ j∗Lλ)λ∈I sont E-compatibles. Donc on peut
supposer X affine. Comme le problème est local sur Y, un argument similaire à celui
dans l’alinéa précédent permet de supposer en plus Y affine. Ce cas est déjà connu.

2.6. Rappelons le théorème de Gabber de stabilité de la E-compatibilité par extension
intermédiaire [Fuj02, Th. 3] : pour j : U ,→ X une immersion ouverte de schémas sépa-
rés de type fini sur un corps fini k = Fp f , (Lλ)λ∈I ∈ Db

c (U,E) un système E-compatible
de faisceaux pervers purs de poids w ∈Z, ( j!∗Lλ)λ∈I est E-compatible.

Rappelons que K(X,Ql ) est un groupe abélien libre engendré par les classes d’iso-
morphie de faisceaux pervers simples. Pour a ∈ Z, notons Km(X,Ql ) (resp. K≤a(X,Ql ),
resp. K≥a(X,Ql ), resp. Ka(X,Ql )) le groupe de Grothendieck de la catégorie des fais-
ceaux pervers mixtes (resp. de poids ≤ a, resp. de poids ≥ a, resp. purs de poids a).

Proposition 2.7. Les projections canoniques

p≤a : Km(X,Ql ) → K≤a(X,Ql ) et p≥a : Km(X,Ql ) → K≥a(X,Ql )

préservent la E-compatibilité. Plus précisément, pour (Lλ)λ∈I ∈
∏
λ∈I Km(X,Ql ) un sys-

tème E-compatible, les systèmes (p≤aLλ)λ∈I et (p≥aLλ)λ∈I sont E-compatibles.

Démonstration. Il suffit de montrer que la projection canonique pw : Km(X,Ql ) →
Kw (X,Ql ) préserve la E-compatibilité pour tout w ∈ Z, car p≤a = ∑

w≤a pw , p≥a =∑
w≥a pw . On peut supposer #I = 2. Soient Lλ = ∑

w∈ZLλ,w , Lλ,w = [Mλ,w,0]− [Mλ,w,1],
où Mλ,w,0 et Mλ,w,1 sont des faisceaux pervers purs de poids w .
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(a) Cas où X est lisse sur k et H e (Mλ,w,α) lisse sur X pour λ ∈ I, w ∈Z, α= 0,1, e ∈Z.
Alors pour tout x ∈ |X|, le facteur L local Lx (Lλ,w , t ) peut être extrait de Lx (Lλ, t ) comme
la partie de poids w −dimx X. Donc les Lλ,w forment un système E-compatible.

(b) Cas général. On fait une récurrence sur d = dimX, simultanément pour tout
w ∈Z. Le cas d < 0 est trivial. Pour d ≥ 0, on peut supposer X réduit. Prenons un ouvert
dense j : U ,→ X lisse sur k tel que H e ( j∗Mλ,w,α) soit lisse sur U, pour λ ∈ I, w ∈ Z,
α= 0,1, e ∈Z. Notons i : Y → X le fermé complémentaire. D’après (a), ( j∗Lλ,w )λ∈I est E-
compatible, donc ( j!∗ j∗Lλ,w )λ∈I l’est aussi en vertu de la démonstration du théorème
de Gabber rappelé en 2.6. D’après [BBD82, 5.3.11], pour tout w ∈ Z, il existe L′

λ,w ∈
Kw (Y,Ql ) tel que

(2.7.1) Lλ,w = j!∗ j∗Lλ,w + i∗L′
λ,w .

En sommant pour tout w ∈Z, on obtient

Lλ =
∑

w∈Z
j!∗ j∗Lλ,w + i∗

∑
w∈Z

L′
λ,w ,

d’où la E-compatibilité de (
∑

w∈ZL′
λ,w )λ∈I. Par conséquent, pour tout w ∈ Z, (L′

λ,w )λ∈I

est E-compatible en vertu de l’hypothèse de récurrence. La E-compatibilité de (Lλ,w )λ∈I

résulte alors de (2.7.1).

Notons Db
m(X,Ql ) la sous-catégorie triangulée de X formée des complexes mixtes.

Pour a ∈ Z, notons w D≤a(X,Ql ) (resp. w D≥a(X,Ql )) la sous-catégorie triangulée de
Db

c (X,Ql ) formée des complexes mixtes K tels que pour tout i ∈Z, pH i K soit de poids
≤ a (resp. ≥ a). S. Morel [Mor08, 3.1.1] a défini un foncteur exact troncature par le poids

w≤a : Db
m(X,Ql ) → w D≤a(X,Ql ) (resp. w≥a : Db

m(X,Ql ) → w D≥a(X,Ql )),

adjoint à gauche (resp. à droite) de l’inclusion

w D≤a(X,Ql ) ⊂ Db
m(X,Ql ) (resp. w D≥a(X,Ql ) ⊂ Db

m(X,Ql )),

rendant commutatif le diagramme

Ob(w D≤a(X,Ql ))

��

Ob(Db
m(X,Ql ))

Ob(w≤a )oo Ob(w≥a )//

��

Ob(w D≥a(X,Ql ))

��
K≤a(X,Ql ) Km(X,Ql )

p≤aoo p≥a // K≥a(X,Ql )

Pour j : U ,→ X un ouvert et L un faisceau pervers pur de poids a ∈ Z, la flèche ca-
nonique w≥a j!L → j!∗L est un isomorphisme [Mor08, 3.1.4]. En vue de cela, la stabilité
par la troncature par le poids (2.7) généralise le théorème de Gabber (2.6).
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3 Altérations galoisiennes et réduction au cas des courbes

On reprend les notations de 1.13. En particulier, K est un corps fini ou local.
Soit X un schéma de type fini sur η = SpecK. On considère la condition suivante

portant sur L ∈ Db
c (X,Ql ) :

3.0.1 Pour tout i ∈ Z, il existe une extension finie F de Ql et un O-faisceau FO , tels
que H i L ' (FO ⊗O F)⊗FQl et que FO ⊗O (O/m) soit constant sur toute composante
connexe de X, où O est l’anneau des entiers de F, m est l’idéal maximal de O .

Cette condition est stable par image inverse et ⊗. Si X ,→ Y est un ouvert de complé-
mentaire un diviseur à croisements normaux, alors 3.0.1 implique que L est à faisceaux
de cohomologie lisses sur X, modérément ramifiés sur Y.

Le résultat principal de ce § est la proposition suivante.

Proposition 3.1. On fait les hypothèses suivantes :
((A)) Soient K1 une extension finie de K, η1 = SpecK1, aX : X → η1 une courbe lisse af-

fine, (Lλ)λ∈I ∈ Db
c (X,E) avec tous les Lλ vérifiant 3.0.1. Alors (RaX!Lλ)λ∈I est E-compatible.

((B)) Soient X une courbe sur η, normale, j : U ,→ X un ouvert dense, (Lλ)λ∈I ∈
Db

c (U,E) avec tous les Lλ vérifiant 3.0.1. Alors (R j∗Lλ)λ∈I est E-compatible.
Alors la conclusion de 1.16 est vraie.

Dans le cas d’un corps local, (A) et (B) seront démontrés en 4.11.

3.2. Dans le cas d’un corps fini, (A) est une conséquence de la formule des traces de
Grothendieck, tandis que (B) est une variante de [Del73, 9.8]. Prouvons (B) dans une
plus grande généralité, avec la condition 3.0.1 remplacée par ce que les Lλ sont à fais-
ceaux de cohomologie lisses. On peut supposer X irréductible. Quitte à remplacer η
par le corps de définition de X, on peut supposer X géométriquement irréductible. On
peut supposer X projective. D’après 1.18 (iii), on peut supposer que E contient les ra-
cines p-ièmes de l’unité. D’après 1.18 (ii), on peut supposer #I = 2. Notons D = X−U.
Pour x ∈ D, posons n = maxλ∈I,i∈Z,y∈D−{x} Swany (H i Lλ). D’après [Kat83, Construction,
p. 217], il existe un système E-compatible (Fλ)λ∈I de faisceaux lisses de rang 1 sur
X − (D − {x}) tel que pour tout y ∈ D − {x}, Swany (Fλ) > n. Alors R j∗(Lλ ⊗Fλ)y = 0,
pour y ∈ D−{x} [ibid., Prop., p. 216], et R j∗(Lλ⊗Fλ)x ' (R j∗Lλ)x ⊗(Fλ)x . Donc, d’après
la formule des traces, pour m ≥ 1,

Tr(Fr m
0 , (RaU∗Lλ)η̄)

= ∑
y∈U(Fpr m )

Tr(Fr m
0 , (Lλ)ȳ )Tr(Fr m

0 , (Fλ)ȳ )+ r

f
Tr(Fr m

0 , (R j∗Lλ)x̄ )Tr(Fr m
0 , (Fλ)x̄ ),

où aU : U → η, r et f sont tels que κ(x) = Fpr , κ(η) = Fp f . D’après 1.18 (iv) et la formule
des traces, (RaU∗Lλ)λ∈I ' (DηRaU!DULλ)λ∈I est E-compatible, donc ((R j∗Lλ)x )λ∈I est
E-compatible. D’où (B).

Cette démonstration, jointe à 3.1, donne une démonstration de 1.16 dans le cas
d’un corps fini indépendante du théorème de Gabber.
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3.3. Si K est un corps local, E est un corps de nombres, pour λ1, λ2 deux places finies
de E ne divisant pas p, ρ1, ρ2 des représentations λ1- et λ2-adiques de Gal(K/K), De-
ligne a défini une notion de compatibilité entre ρ1 et ρ2 [Del73, 8.8]. Prenons pour Fi le
Eλi -faisceau sur η= SpecK correspondant à ρi , choisissons un plongement Eλi ,→Qli ,
i ∈ I = {1,2}, et posons

γ : I → {(l , ι)}

i 7→ (li ,E ,→ Eλi ,→Qli ).

Alors (Fi )i∈I est (E,I,γ)-compatible au sens de 1.14 si et seulement si les semi-simplifiées
de ρ1 et ρ2 sont compatibles au sens de Deligne.

En vue de cette interprétation, la proposition suivante généralise [Del73, 9.8].

Proposition 3.4. Soient S une courbe lisse sur k = Fp f , (X,G) ∈ Eq/S, (Lλ)λ∈I ∈ Db
c (X,G,E).

Soit s un point fermé de S. Notons S(s) le hensélisé de S en s, ηs son point générique. Alors
le système (Lλ|Xηs )λ∈I est E-compatible (au sens de 1.14 pour les schémas de type fini sur
un corps local).

Démonstration. Quitte à remplacer k par une extension finie, on peut supposer κ(s) =
k. Le problème étant local sur X, on peut supposer X affine. Pour m ≥ 1, g ∈ G, on
applique 2.3 à (X,G) sur Fp f et à (Xηs ,G) sur ηs . On obtient

X(m,g )

��
sm = sF

p f m // SF
p f m

Notons ηsm le point générique du hensélisé de SF
p f m en sm . On a (X(m,g ))ηsm

' (Xηs )(m,g )

et (Cm,g Lλ)|(Xηs )(m,g ) ' Cm,g (Lλ|Xηs ). Quitte à remplacer X par X(m,g ) (2.4), on peut sup-
poser G = {1}.

Soit y un point fermé de Xηs . Alors il existe un morphisme étale de type fini S′ → S,
une section s → S′, et un sous-schéma fermé Y de XS′−{s}, fini sur S′−{s}, tels que Yηs ' y ,
d’où le diagramme commutatif à carrés cartésiens

y //

��

Y

��
Xηs

//

��

XS′−{s} //

��

X

��
ηs // S′− {s} // S

Quitte à remplacer S par S′, X par Y, on peut supposer que X est quasi-fini séparé sur S.
Prenons un S-plongement j : X → X où X est un S-schéma fini. Quitte à remplacer X
par X, Lλ par j!Lλ, on peut supposer que X est fini sur S. Quitte à remplacer X par une
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composante du normalisé de Xred, on peut supposer de plus X lisse sur k. Quitte à
remplacer S par X, on peut supposer X = S.

Ce cas de la proposition est essentiellement [Del73, 9.8]. Rappelons comment le dé-
duire du cas d’un corps fini de 1.16. On peut supposer #I = 2. On pose [Lλ] = [Fλ]−[Gλ],
où Fλ et Gλ sont des faisceaux sur S, semi-simples sur ηs , λ ∈ I. Soit I1 un sous-groupe
ouvert de I(K/K) agissant trivialement sur les (Fλ)ηs

et (Gλ)ηs
, où K = κ(ηs), K est une

clôture séparable de K. Soit φ ∈ GK = Gal(K/K) avec ρ(φ) = F f m
0 , m ≥ 1. Notons K1

l’extension finie séparable de K correspondant au sous-groupe fermé de GK topolo-
giquement engendré par I1 et φ. Alors I(K/K1) = I1. Prenons S1 une courbe lisse sur k,
f : S1 → S un morphisme quasi-fini et s1 un point de S1 au-dessus de s tels que le point
générique ηs1 du hensélisé de S1 en s1 vérifie ηs1 = SpecK1. Formons le carré cartésien

f −1(S − {s})
� � j //

f ′

��

S′

f

��
S − {s} � � // S

Alors f ′∗Fλ et f ′∗Gλ se prolongent en des faisceaux F ′
λ

et G ′
λ

sur S1, lisses dans un
voisinage de s1. Posons L′

λ
= F ′

λ
⊕G ′

λ
[1]. Alors [(R j∗ f ′∗Lλ)s1 ] ' [(L′

λ
)s1 ]− [(L′

λ
)s1 (−1)],

d’où

Tr(φ, (Lλ)ηs
) = Tr(F f m

0 , (L′
λ)s1

) = 1

1−p f m
Tr(F f m

0 , (R j∗( f ′)∗Lλ)s1
),

où ηs → ηs , s1 → s1. Ces traces sont E-compatibles, car (R j∗( f ′)∗Lλ)λ∈I l’est d’après le
cas d’un corps fini de 1.16. (En fait la démonstration de (B) donnée en 3.2 suffit : on n’a
pas besoin d’invoquer 3.1.)

Les lemmes 3.5, 3.7 et 3.8 seront utilisés dans la démonstration de 3.1.

Lemme 3.5. Soient X un schéma noethérien intègre muni d’une action d’un groupe
fini G, Y → X un morphisme étale de schémas. Alors il existe un ouvert affine dense G-
stable U de X, un morphisme ( f ,α) : (Z,G′) → (U,G) avec α surjectif faisant de Z un
(Kerα)-torseur sur U, et une factorisation

Z //___

f

""FFFFFFFFF Y×X U � � //

��

Y

��
U

� � // X

Démonstration. Quitte à remplacer X par un ouvert affine dense G-stable de X, on peut
supposer X affine. Notons η le point générique de X, G0 = Gi (η). Alors G0 agit trivia-
lement sur X, l’action de G sur X se factorise donc par Q = G/G0. Comme X → X/G
est étale en η, il existe un ouvert U affine dense G-stable de X tel que Y ×X U → U et
U → U/G soient des revêtements étales. On peut supposer que G0 = {1}. En effet, une
fois ce cas établi, on peut l’appliquer, dans le cas général, à l’action de Q sur U. On
obtient ( f ,β) : (Z,Q′) → (U,Q). Il suffit alors de prendre G′ = G×Q Q′, qui agit sur Z à
travers sa projection sur Q′, et prendre pour α la projection G′ → G.
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Soit x un point géométrique de U/G. On a une équivalence de catégories

F : {revêtements étales de U/G} → {π1-ensembles finis à gauche}

T 7→ Tx ,

où π1 = π1(U/G, x). Alors F(U) ' π1/A, où A est un sous-groupe ouvert distingué tel
que π1/A ' Gop, et F(Y ×X U) ' ∐n

i=1π1/Bi , où les Bi , 1 ≤ i ≤ n, sont des sous-groupes
ouverts de A. Soit C ⊂ ⋂n

i=1 Bi un sous-groupe ouvert distingué de π1. On prend G′ =
(π1/C)op × (Z/nZ) et Z un revêtement étale de U/G tel que F(Z) = (π1/C) × (Z/nZ),
l’action de G′ sur Z étant donnée par la translation à droite de G′ sur F(Z). On prend
g : Z → Y×X U tel que F(g ) soit donné par

(π1/C)× (Z/nZ) →
n∐

i=1
π1/Bi

(σ, i ) 7→σ ∈π1/Bi .

Notons f le composé de g et de la projection Y ×X U → U, α le composé G′ pr1−−→
(π/C)op → (π/A)op ' G. Alors F( f ) s’identifie à α, donc f est G′-équivariant et fait
de Z un (Kerα)-torseur sur U.

3.6. Soient u : X → Z un morphisme de schémas muni d’une action d’un groupe
fini G, X

v−→ Y
w−→ Z une factorisation de u dans la catégorie des schémas. Rappelons

la construction d’une factorisation équivariante [dJ96, 7.6]. Pour g ∈ G, notons Yg le

Z-schéma défini par la composition Y
w−→ Z

ag−→ Z. Posons G = {g1, · · · , gn},

(Y/Z)G = Yg1 ×Z · · ·×Z Ygn

sur lequel G opère par (yg1 , · · · , ygn )g = (yg g1 , · · · , yg gn ). Alors f a la factorisation G-

équivariante X
v ′
−→ (Y/Z)G → Z, où v ′ envoie x sur (v(xg1), · · · , v(xgn)).

Lemme 3.7. Soient f : X → Z un morphisme séparé de type fini de schémas noethériens,

G un groupe fini agissant sur f . Alors on peut factoriser f en X
j
,→ Y

g−→ Z de façon G-
équivariante, où g est propre et j est une immersion.

Démonstration. D’après le théorème de compactification de Nagata [Con97, 4.1], f

se factorise en X
j0
,→ Y0

g0−→ Z, où g0 est propre et j0 est une immersion. Il suffit alors
d’appliquer 3.6.

Le lemme clef suivant découle de raffinements, dus à Gabber, de résultats de de
Jong ([dJ97], [Vid04, 4.4]) sur les altérations équivariantes.

On appelle altération galoisienne [Vid04, 4.4.1] un morphisme ( f ,α) : (S′,G′) →
(S,G) où α est surjectif, f est un morphisme propre dominant génériquement fini de
schémas noethériens intègres, tel que K(S′)H soit une extension radicielle de K(S), où
H = Kerα, K(S′) (resp. K(S)) est le corps des fonctions de S′ (resp. S). Alors il existe
un ouvert affine dense G-stable U de S tel que f −1(U) → f −1(U)/H soit un revêtement
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étale galoisien de groupe H/H0, où H0 = H∩Ker(G′ → Aut(K(S′))), et que f −1(U)/H → U
soit un homéomorphisme universel fini et plat. La composition de deux altérations ga-
loisiennes est une altération galoisienne.

Soit G un groupe fini. Soit X un schéma noethérien régulier muni d’une action de G.
Rappelons qu’un diviseur à croisements normaux G-stable D de X est dit G-strict s’il est
strict et si pour toute composante irréductible Di de D et tout g ∈ G tel que Di g 6= Di ,
Di et Di g ne se coupent pas. Soit S = SpecR un trait de point fermé s. Rappelons qu’un
couple semi-stable (I.5.5) est un couple (X,Z), où X est un S-schéma de type fini et Z est
une partie fermée de X contenant Xs , qui est, localement pour la topologie étale, de la
forme

(SpecR[t1, . . . , tn]/(t1 · · · ta −π),Z),

où π est une uniformisante de R, Z est défini par l’idéal (t1 · · · tb), 1 ≤ a ≤ b ≤ n. Alors
Z est un diviseur à croisements normaux de X. Si X → S est muni d’une action de G
sous laquelle Z est stable, on dit que le couple semi-stable (X,Z) est G-strict si Z est un
diviseur à croisements normaux G-strict de X.

Soit S un schéma noethérien. On dit qu’une courbe nodale G-équivariante X → S
est G-scindée si elle est scindée et si pour tout s ∈ S, toute composante irréductible C
de Xs et tout g ∈ Gd (s) tel que Cg 6= C, C et Cg ne se coupent pas (condition (∗) dans
[Vid04, 4.4.1]). On appelle fibration plurinodale G-scindée (cf. [dJ97, 5.8]) un système

(Xd
fd−→ ·· · f1−→ X0, {σi j },Z0), où

— fi : Xi → Xi−1 est une courbe projective, nodale et G-scindée,

— σi j : Xi−1 → Xi , j = 1, · · · ,ni , sont des sections disjointes de fi dans le lieu lisse
de fi , permutées par G (i. e., pour tout j , il existe j ′ tel que ag ◦σi j =σi j ′ ◦ag ),

— Z0 ( X0 est un fermé G-stable,

tel que fi soit lisse sur Xi−1 −Zi−1, où on a posé Zi =⋃ni

j=1σi j (Xi−1)∪ f −1
i (Zi−1), 1 ≤ i ≤

d . Ici on dit qu’un morphisme f : X → Y est projectif si f admet une factorisation X
i−→

Pn
Y → Y, où i est une immersion fermée. Dans la définition d’une courbe plurinodale

G-scindée, Xd → X0 est projectif et plat.

Lemme 3.8. Soient G un groupe fini, f : X → S un morphisme séparé de type fini G-
équivariant de schémas noethériens intègres, U un ouvert dense G-stable de X. Suppo-
sons que la fibre générique Xη de f soit géométriquement irréductible. On fait aussi les
hypothèses suivantes :

((i)) S est excellent.

((ii)) pour toute altération galoisienne (S1,G1) → (S,G) et toute partie fermée F1 ( S1,
il existe une altération galoisienne (S2,G2) → (S1,G1) telle que S2 soit régulier et que
l’image inverse de F1 dans S2 soit contenue dans un diviseur à croisements normaux
G2-strict.

Alors il existe un groupe fini G′, un homomorphisme de groupes α : G′ → G, un dia-
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gramme commutatif G′-équivariant

X′

v
��

� � j // Xd
g // S′

u
��

X
f // S

où (u,α), (v,α) sont des altérations galoisiennes, j est une immersion ouverte domi-
nante, et une fibration plurinodale G′-scindée de g

(Xd
fd−→ ·· · f1−→ X0 = S′, {σi j },Z0)

telle que Xi soit régulier, Zi soit un diviseur à croisements normaux G′-strict de Xi pour
0 ≤ i ≤ d et que Zd contienne Xd − v−1(U).

On appliquera le lemme uniquement quand S est le spectre d’un corps (3.9) ou un
trait excellent (4.11, 4.12). Dans ces cas, les hypothèses (i) et (ii) sont automatiquement
satisfaites. Lorsque S est un trait excellent, u est nécessairement un changement de
traits fini, et (Xd ,Zd ) est un couple semi-stable G′-strict sur S′.

Démonstration. D’après 3.7, on peut supposer f propre. Si dimXη = 0, alors ( f , IdG)
est une altération galoisienne, donc il suffit d’y appliquer l’hypothèse (ii) et de prendre
g = Id. Si dimXη ≥ 1, on applique [Vid04, 4.4.3]. On obtient un groupe fini G′, un ho-
momorphisme de groupes α : G′ → G, un diagramme G′-équivariant

Xd
g //

v
��

S′

u
��

X
f // S

où (u,α), (v,α) sont des altérations galoisiennes, et une fibration plurinodale G′-
scindée de g

(Xd
fd−→ ·· · f1−→ X0 = S′, {σi j },Z0)

telle que Zd contienne Xd − v−1(U). En appliquant (ii), on se ramène au cas où X0 est
régulier et Z0 est un diviseur à croisements normaux G′-strict. Appliquant alors [Vid04,
4.4.4] successivement à f1, · · · , fd , on modifie Xi de sorte que Xi devient régulier et Zi

devient un diviseur à croisements normaux G′-strict, 1 ≤ i ≤ d .

3.9. Démonstration de 3.1. On sait que f ∗ et ⊗ préservent la E-compatibilité. Prou-
vons d’abord l’énoncé suivant :

(A′) Pour ( f ,α) : (X,G) → (Y,H) un morphisme de Eq/η avec f séparé, R( f ,α)! pré-
serve la E-compatibilité.
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Comme R( f ,α)! = (Id,α)!R( f , Id)! et (Id,α)! préserve la E-compatibilité (1.18 (iv)), on
peut supposer α = Id. D’après le théorème de changement de base, on peut supposer
que Y = η1 est le spectre d’une extension finie de K. On peut supposer #I = 2.

(a) Cas X = A1
η1

. Choisissons w : W → X étale dominant tel que les w∗Lλ vérifient
3.0.1. On applique 3.5 à w pour trouver un ouvert affine dense G-stable j : U ,→ X et
un morphisme ( f ,α) : (U′,G′) → (U,G) avec α surjectif faisant de U′ un (Kerα)-torseur
sur U tels que les ( f ,α)∗ j∗Lλ vérifient 3.0.1. Soit i : Z = X −U → X. On a le triangle
distingué

RaU! j∗Lλ→ RaX!Lλ→ aZ!i
∗Lλ→ .

Ici les RaU! j∗Lλ ' R(aU′ ,α)!( f ,α)∗ j∗Lλ (1.7 (a), 5.3) forment un système E-compatible
en vertu de (A) et de 2.4, (aZ!i∗Lλ)λ∈I est E-compatible car aZ est fini. Donc (RaX!Lλ)λ∈I

l’est aussi.
(b) Cas général. On fait une récurrence sur d = dimX. Le cas d ≤ 0 est trivial. Si

d ≥ 1, on prend un ouvert affine dense G-stable U. Soit i : Z = X−U → X. On a le triangle
distingué

RaU! j∗Lλ→ RaX!Lλ→ RaZ!i
∗Lλ→ .

D’après l’hypothèse de récurrence, (RaZ!i∗Lλ)λ∈I est E-compatible. Donc il suffit de
voir que (RaU! j∗Lλ)λ∈I est E-compatible. D’après le lemme de normalisation, il existe
un morphisme U/G →A1

η à fibres de dimension ≤ d −1. Ceci induit un η1-morphisme

G-équivariant f : U →A1
η1

. On a RaU! ' RaA1
η1

!R f!. Il suffit donc d’appliquer l’hypothèse
de récurrence et (a).

Pour prouver 1.16, il suffit de prouver les énoncés suivants pour tout d ∈N :

(Cd ) Pour (X,G) sur η avec dimX ≤ d, DX préserve la E-compatibilité.
(Dd ) Pour ( f ,α) : (X,G) → (Y,H) un morphisme de Eq/η (où f est éventuellement

non séparé) avec dimX ≤ d, R( f ,α)∗ la préserve aussi.

On peut supposer #I = 2. On fait une récurrence sur d . Le cas d = 0 est trivial (1.18 (iv)).
Pour d ≥ 1, supposons (Cd−1) et (Dd−1) établis.

Prouvons (Cd ). On peut supposer X réduit. Soit (Lλ)λ∈I un système E-compatible
sur X. On prend un ouvert dense régulier G-stable j : U ,→ X tel que les Lλ|U soient à
faisceaux de cohomologie lisses. On pose i : Z = X−U → X. Le triangle distingué

i∗Ri !DXLλ→ DXLλ→ R j∗ j∗DXLλ→

se récrit
i∗DZ(i∗Lλ) → DXLλ→ R j∗DU j∗Lλ→ .

D’après (Cd−1), (DZ(i∗Lλ))λ∈I est E-compatible. D’après 1.18 (iv), (DU j∗Lλ)λ∈I est E-
compatible. Donc la preuve de (Cd ) se ramène à celle de (Dd ).

Prouvons (Dd ). On prend (Lλ)λ∈I ∈ Db
c (X,G,E).

3.9.1. Supposons qu’il existe (L′
λ

)λ∈I ∈ Db
c (X,G,E) tel que pour tout λ ∈ I, [Lλ]− [L′

λ
] soit

à support de dimension ≤ d −1, i. e., il existe i : Zλ→ X sous-schéma fermé G-stable de
dimension ≤ d −1 et L′′

λ
∈ K(Zλ,G,Qlλ) tels que [Lλ]−[L′

λ
] = i∗L′′

λ
. En appliquant (Dd−1),

on voit qu’il suffit de vérifier (R f∗L′
λ

)λ∈I ∈ Db
c (Y,G,E).
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On peut supposer X réduit. Soit j : U ,→ X un ouvert dense normal G-stable.
On considère Lλ → R j∗ j∗Lλ. D’après 3.9.1, il suffit de montrer que (R j∗ j∗Lλ)λ∈I et
(R( f j )∗ j∗Lλ)λ∈I sont E-compatibles. Donc on peut supposer X normal. On peut sup-
poser de plus que G agit transitivement sur π0(X). Si C est une composante connexe
de X, alors (C,Gd (C)) → (X,G) est cocartésien (1.1.2). Quitte à remplacer X par une
composante connexe (1.5.1), on peut supposer X intègre.

Choisissons w : W → X étale dominant tel que les w∗Lλ vérifient 3.0.1. On applique
3.5 à w pour trouver un ouvert dense G-stable U de X, et (g ,β) : (Z,G′) → (U,G) avec β
surjectif faisant de Z un (Kerβ)-torseur sur U, tels que les Lλ|Z vérifient 3.0.1. D’après
3.9.1, il suffit de montrer que (R j∗ j∗Lλ)λ∈I et (R( f j )∗ j∗Lλ)λ∈I sont E-compatibles, où
j : U ,→ X. D’après 1.7 (a), j∗Lλ ' (g ,β)∗(g ,β)∗ j∗Lλ. Donc, quitte à remplacer X par Z,
on peut supposer

(a) les Lλ vérifient 3.0.1.

D’après 3.7, ( f ,α) = (p,α)( j , Id), où j est une immersion ouverte et p est propre.
D’après (A′), R(p,α)∗ préserve la E-compatibilité. Donc on peut supposer (a) et

(b) f est une immersion ouverte et α= Id.

Ces hypothèses seront toujours conservées.

Le cas d = 1 résulte alors de (B). En effet, on s’intéresse aux traces situées en un
point y ∈ Y−X. Quitte à remplacer G par Gd (y) et Y par un voisinage affine Gd (y)-stable
de y , on peut supposer de plus Y affine. En vertu de 2.4, on peut supposer G = {1}. Soit
g : Y′ → Y le normalisé de Yred. Formons le carré cartésien

X′

gX

��

� � f ′
// Y′

g

��
X

� � f // Y

Le morphisme Lλ → gX∗g∗
X Lλ est un isomorphisme sur le lieu de normalité de Xred,

qui est un ouvert dense. D’après 3.9.1, il suffit donc de voir que les R f∗gX∗g∗
X Lλ =

g∗R f ′∗g∗
X Lλ forment un système E-compatible. Quitte à remplacer f par f ′, on peut

supposer de plus Y normal. En appliquant (B), on achève la démonstration de (D1).

Dans la suite, d ≥ 2. Soit K1 une extension galoisienne de K telle que les compo-
santes irréductibles de Y ×η η1 soient géométriquement irréductibles [EGAIV, 4.5.10],
où η1 = SpecK1. Quitte à faire le changement de base η1 → η et remplacer G par G×
Gal(K1/K), on peut supposer qu’on a un morphisme G-équivariant Y → η1 et que les
composantes irréductibles de Y sont géométriquement irréductibles sur η1. Comme
dans l’alinéa précédent, on peut supposer de plus Y normal. Quitte à remplacer Y par
une composante connexe, on peut supposer Y intègre, donc géométriquement irré-
ductible sur η1. On peut supposer dimY = d et X non vide.

On applique 3.8 à Y → η et l’ouvert X de Y. On obtient une altération galoisienne
(v,β) : (Y′,G′) → (Y,G) avec Y′ régulier et un diviseur à croisements normaux G′-strict D
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de Y′ contenant Y′− v−1(X). Soit U = Y′−D et formons le diagramme à carré cartésien

(U,G′) � � ( j ,IdG′ )// (v−1(X),G′) � �( f ′,IdG′ )//

(vX ,β)
��

(Y′,G′)

(v,β)
��

(X,G) � � ( f ,IdG) // (Y,G)

Le morphisme Lλ → R(vX,β)∗v∗
XLλ est un isomorphisme sur un ouvert dense de

X (1.7 (a)). D’après 3.9.1 et (A′), il suffit donc de voir que les R f∗R(vX,β)∗v∗
XLλ =

R(v,β)∗R f ′∗v∗
XLλ forment un système E-compatible. Par (A’), il suffit alors de voir que

(R f ′∗v∗
XLλ)λ∈I est E-compatible. Comme dim(v−1(X)−U) ≤ d −1, il suffit, d’après 3.9.1,

de voir que (R j∗ j∗v∗
XLλ)λ∈I et (R( f ′ j )∗ j∗v∗

XLλ)λ∈I sont E-compatibles. Donc on peut
supposer

(c) Y est régulier irréductible de dimension d .

et X est le complémentaire d’un diviseur à croisements normaux G-strict de Y.
Posons Y −X = ∑

i∈J Di . Pour i ∈ J, notons X(i ) = Y −⋃
j∈J−{i } D j , et formons le dia-

gramme à carré cartésien

D◦
i
� �

j ′(i ) //

ι′i
��

Di

ιi

��
X

� � j (i )

// X(i )
� � // Y

D’après (a), Lλ est à faisceaux de cohomologie lisses sur X, modérément ramifiés sur Y.
D’après (I.3.7.1), le morphisme de changement de base

ι∗i R f∗Lλ→ R( j ′(i ))∗(ι′i )∗R j (i )
∗ Lλ

est un isomorphisme. Cet isomorphisme est Gd (Di )-équivariant. En appliquant (Dd−1)
à j ′(i ), il suffit de prouver la E-compatibilité de (R j (i )

∗ Lλ)λ∈I. On est ramené à prouver la
stabilité par R f∗ sous les hypothèses additionnelles (c) et

(d) X est le complémentaire d’un diviseur régulier D de Y.

Refaisant un dévissage comme dans la démonstration de (D1), on peut supposer de
plus

(e) Y affine.

En vertu de 2.4, on peut supposer G = {1}. Pour y ∈ |D|, on prend un sous-schéma
régulier C de Y de dimension 1 tel que C∩D = {y}. Alors d’après (I.3.7 (ii)), (R f∗Lλ)|C '
R f ′∗(Lλ|C∩X), où f ′ : C∩X ,→ C. Il suffit donc d’appliquer l’hypothèse (B). Ceci achève
la démonstration de (Dd ).

La démonstration de (Dd ), d ≥ 2 peut aussi être achevée par la méthode de la dé-
monstration de [SGA4½, Th. finitude, 2.4]. Sous les hypothèses (a) à (e), on plonge Y/G
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dans un espace affineAn
η . On note g : Y →An

η . Pour tout 1 ≤ i ≤ n, on note pi :An
η →A1

η

la i -ième projection et on considère

X
� � f //

��>>>>>>> Y

pi g
��
A1
η

D’après le théorème de changement de base générique ([ibid., 1.9 (ii)] pour le cas des
coefficients de torsion ; le cas l-adique résulte de ce cas par l’argument usuel : passer
aux gradués pour la filtration l-adique sur un modèle entier), il existe un ouvert dense
Ui deA1

η tel que R f∗ commute à tout changement de base S′ → Ui . Quitte à rétrécir Ui ,

on peut supposer que les fibres de (pi g )−1(Ui ) → Ui sont de dimension ≤ d −1. Alors
(Dd−1) implique que

(R f∗Lλ|(pi g )−1(Ui ))λ∈I

est E-compatible, pour tout i . Notons que E = Y−⋃n
i=1(pi g )−1(Ui ) est un ensemble fini,

donc E∩(Y−X) est rare dans Y−X, car Y−X est purement de dimension d−1 ≥ 1. Comme
les R f∗Lλ|Y−X sont à faisceaux de cohomologie lisses (I.3.7 (i)), (R f∗Lλ|Y−X)λ∈I est E-
compatible en vertu de la proposition suivante (où m = d −1).

Proposition 3.10. Soit m ≥ 0. Faisons l’hypothèse (Dm). Soient (X,G) de type fini sur η
avec X régulier, de dimension ≤ m, (Lλ)λ∈I ∈

∏
λ∈I Db

c (X,G,Qlλ) à faisceaux de cohomo-
logie lisses. Supposons qu’il existe U ⊂ X un ouvert dense G-stable tel que (Lλ|U)λ∈I ∈
Db

c (U,G,E). Alors (Lλ)λ∈I est E-compatible.

Rappelons que l’hypothèse (Dm) sera satisfaite (une fois (A) et (B) établis).

Démonstration. On a une filtration de X par des ouverts G-stables

U = U0 ⊂ U1 ⊂ ·· · ⊂ Um = X

telle que Ui −Ui−1 soit régulier et purement de codimension i dans Ui . On montre
(Lλ|Ui )λ∈I ∈ Db

c (Ui ,G,E) par récurrence sur i . Le cas i = 0 est une hypothèse de la pro-
position et le cas i = m permet de conclure. Supposons cela vrai pour un i vérifiant
0 ≤ i ≤ m −1. Soit ji : Ui ,→ Ui+1. On a la formule de projection

Lλ|Ui+1 ⊗R ji∗Qlλ
∼−→ R ji∗(Lλ|Ui ).

D’après l’hypothèse de récurrence et (Dm), R ji∗(Lλ|Ui ) ∈ Db
c (Ui+1,G,E). On a un iso-

morphisme G-équivariant

Rq ji∗Ql =


Ql ,Ui+1 si q = 0,

Ql ,Ui+1−Ui (−i −1) si q = 2i +1,

0 sinon.
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Donc pour tout x ∈ |Ui+1 −Ui |, tout x̄ → x et tout (g ,φ) ∈ Gd (x, x̄) avec ρ(φ) = Fn
0 , n > 0

un entier (on a utilisé les notations de 1.13), on a

Tr((g ,φ), (R ji∗Ql )x̄ ) = 1−pn(i+1).

Donc on a (Lλ|Ui+1)λ∈I ∈ Db
c (Ui+1,G,E).

4 Indépendance de l des cycles proches et fin de la démonstra-
tion de 1.16

4.1. Soient S un trait hensélien, l un nombre premier inversible sur S. Soit DS la caté-
gorie des couples (X,S1) où S1 est un trait fini sur S et X est un schéma de type fini sur
S1. Un morphisme (X1,S1) → (X2,S2) dans DS est un couple ( f , g ) de flèches s’insérant
dans un carré commutatif

X1 //

f
��

S1

g

��
X2 // S2

On note par s le point fermé de S et par η le point générique de S. Soit Ds,S la sous-
catégorie pleine de DS formée des couples (X,S1) avec Xη =;.

À un objet (X,S1) de Ds,S , on associe le topos X×s1 η1 [SGA7, XIII 1.2.4], où s1 est le
point fermé de S1, η1 est le point générique de S1. Pour (X,S1,G) ∈ Eq(Ds,S), on définit
comme dans 1.3 les catégories Modc (X ×s1 η1,G,Ql ), Db

c (X ×s1 η1,G,Ql ), les six opéra-
tions et la dualité. Soit s1 → s1 un point géométrique algébrique. Un faisceau d’en-
sembles F sur (X×s1 η1,G) est un faisceau sur Xs1

, muni d’une action continue ([SGA7,
XIII 1.1.2]) de

Gs1,η1
= G×Gal(k1/kG

1 ) Gal(K1/KG
1 ),

compatible à l’action de Gs1,η1
sur Xs1

(via Gs1,η1
→ Gs1

= G×Gal(k1/kG
1 ) Gal(k1/kG

1 )). Ici

k1 = κ(s1), k1 = κ(s1), K1 = κ(η1), K1 est une clôture séparable de K1.
Pour (x,S1,G) ∈ Eq(Ds,S) avec x = Specκ(x), et x̄ un point géométrique algébrique

au-dessus de x, on pose

Gx̄,η1 = G×Gal(κ(x)/κ(x)G) Gal(κ(x̄)/κ(x)G)×Gal(κ(x̄)/kG
1 ) Gal(K1/KG

1 ).

En d’autres termes, un élément de Gx̄,η1 est un triplet (g ,φ,ψ) où g ∈ G, φ ∈
Gal(κ(x̄),κ(x)G),ψ ∈ Gal(K1,KG

1 ) tel queφ soit la réduction deψ et queφ et g induisent
le même automorphisme sur κ(x). On a une équivalence de catégories

Modc (x ×s1 η1,G,Ql ) → Rep(Gx̄,η1 ,Ql )

L 7→ Lx̄ .

Pour (X,S1,G) ∈ Eq(Ds,S), x un point fermé de X, on pose

Gd (x, x̄,η1) = Gd (x)x̄,η1 .

Pour L ∈ Db
c (X×s1 η1,G,Ql ), on pose Lx = i∗x L, où ix : (x,S1,Gd (x)) → (X,S1,G).
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On a la variante suivante de 1.12.

Proposition 4.2. Soient (X,S1,G) ∈ Eq(Ds,S), S′ un trait fini étale sur S d’extension ré-
siduelle galoisienne, T une composante de S1 ×S S′. Notons t le point fermé de T, ηT le
point générique de T, H = Gd (T), Y = X×s1 t . Considérons (Y,T,H) → (X,S1,G). Soient y
un point fermé de Y au-dessus d’un point fermé x de X, ȳ → y au-dessus de x̄ → x. Alors
l’image de l’homomorphisme induit i : Hd (y, ȳ ,ηT) → Gd (x, x̄,η1) est

G′ = Gd (x)×Gal(κ(x)/κ(x)Gd (x)) Gal(κ(x̄)/κ(x)Gd (x))×
Gal(κ(x̄)/k

Gd (x)
1 )

Gal(K1/KGd (x)
1 ·K′),

où K′ est le corps des fractions de S′.

Démonstration. Il est évident que Im i ⊂ G′. Soit (g ,φ,ψ) ∈ G′. Posons Γ = Gal(K′/K).
Formons le diagramme commutatif à carrés cartésiens

(Y,H)

��

// (Y,(G×Γ)d (T))

��

// (X×s s′,G×Γ)

��

// (X,G)

��
(t ,H) // (t , (G×Γ)d (T)) // (s1 ×s s′,G×Γ)

��

// (s1,G)

��
(s′,Γ) // (s, {1})

D’après une variante de 1.11 (b), l’homomorphisme (G×Γ)d (y, ȳ ,ηT) → Gd (x, x̄,η1) est
un isomorphisme. Soit (g ,γ,φ′,ψ′) ∈ (G×Γ)d (y, ȳ ,ηT) l’image inverse de (g ,φ,ψ). Alors
φ′|k ′ = Idk ′ . Comme (γ,φ′) ∈ Gd (s′, s̄), on a γ= 1, i. e., (g ,φ,ψ) = i (g ,φ′,ψ′).

4.3. Soit (S(m))m≥1 un système comme dans 2.3. On désigne par Eqadm(Ds,S) la sous-
catégorie pleine de Eq(Ds,S) formée des triples (X,S1,G) où G agit sur X de façon ad-
missible. Pour (X,S1,G) ∈ Eqadm(Ds,S), on applique 2.3 à (X,G) → (S1,G) au-dessus de

S. Pour m ≥ 1, g ∈ G, choisissons une composante Tm,g de S(m,g )
1 et posons Ym,g =

X(m,g ) ×S(m,g )
1

Tm,g . On va définir un foncteur

Cm,g : Db
c (X×s1 η1,G,Ql ) → Db

c (Ym,g ×tm,g ηTm,g ,Ql ),

analogue du Cm,g de 2.3. Le groupe Z/ngZ agit diagonalement sur S1 ×S S(ng m). Choi-
sissons S′ une composante de S1 ×S S(ng m) au-dessus de Tm,g , X′ = X×S1 S′. On note

(X,S1,G) (X′,S′, (Z/ngZ)d (S′))doo e // (Ym,g ,Tm,g , {1}).

On pose Cm,g = e∗d∗, qui ne dépend pas du choix de S′.

4.4. Supposons dorénavant, sauf en 4.7, que le corps résiduel k de S soit Fp f . Alors

Gd (x, x̄,η1) = Gd (x) ×Gal(κ(x)/k) Gal(K1/KGd (x)
1 ). Soient E, I, γ comme dans 1.13. Pour

(X,S1,G) ∈ Eq(Ds,S), on dit que (Lλ)λ∈I ∈
∏
λ∈I Db

c (X×s1 η1,G,Qlλ) est (E,I,γ)-compatible
(ou E-compatible s’il n’y a pas de confusion à craindre) si pour tout x ∈ |X|, tout
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x̄ → x et tout (g ,φ,ψ) ∈ Gd (x, x̄,η1) avec ρ(φ) une puissance entière de F f
0 , le système

(Tr((g ,φ,ψ), (Lλ)x̄ ))λ∈I est (E,I,γ)-compatible. Ici ρ : Gal(κ(x̄)/κ(x)Gd (x)) ,→ Aut(κ(x̄)) est
l’inclusion, F0 ∈ Aut(κ(x̄)) désigne le Frobenius géométrique absolu a 7→ a1/p .

Comme en 1.15, la définition ne changera pas si on se restreint aux triplets (g ,φ,ψ) ∈
Gd (x, x̄,η1) avec ρ(φ) = F f m

0 , où m est un entier ≥ N(x), N(x) est une constante qui ne
dépend que de x.

Proposition 4.5. La E-compatibilité ainsi définie est stable par les six opérations et la
dualité.

Démonstration. Cela découle du cas fini de 1.16 et 1.17. À titre d’exemple, prouvons
la stabilité par D. Soient (X,S1,G) ∈ Eq(Ds,S), (Lλ)λ∈I ∈ Db

c (X ×s1 η1,G,E). Il suffit de

montrer que pour x ∈ |X|, x̄ → x, (g ,φ,ψ) ∈ Gd (x, x̄,η1) avec ρ(φ) = Fm f
0 , m ≥ 1,

(Tr((g ,φ,ψ), (DLλ)x̄ ))λ∈I est E-compatible. Soient s′ = SpecFp f m , S′ un trait étale sur S
de point fermé s′. Appliquons 4.2. On a (g ,φ,ψ) ∈ Hd (y, ȳ ,ηT). L’unique homomor-
phisme continu Gal(κ(t̄ )/κ(t )H) → Gal(κ(ηT)/κ(ηT)H) qui envoie φ sur ψ définit un
foncteur F : Db

c (Y×t ηT,H,Ql ) → Db
c (Y,H,Ql ) de sorte que

Tr((g ,φ,ψ), (DLλ)x̄ ) = Tr((g ,φ), (F(DLλ)t )ȳ ).

Comme F(DLλ)t ' DF(Lλ)t , il suffit d’appliquer le cas fini de 1.17.

Pour m ≥ 1, soit S(m) un trait étale sur S de corps résiduel Fp f m . L’isomorphisme
(2.3.1) induit une action de Z/mZ sur S(m). Appliquons 4.3 au système (S(m))m≥1.

Proposition 4.6. Soient (X,S1,G) ∈ Eqadm(Ds,S), (Lλ)λ∈I ∈
∏
λ∈I Db

c (X×s1 η1,G,Qlλ). Pour
que (Lλ)λ∈I soit E-compatible, il faut et il suffit que pour tout m ≥ 1 et tout g ∈ G,

(Cm,g Lλ)λ∈I ∈
∏
λ∈I

Db
c (Ym,g ×tm,g ηTm,g ,Qlλ)

soit E-compatible.

Démonstration. La nécessité est claire. Soit (Lλ)λ∈I ∈
∏
λ∈I Db

c (X×s1 η1,Qlλ) tel que pour
tout m ≥ 1 et tout g ∈ G, (Cm,g Lλ)λ∈I soit E-compatible. Comme e∗e∗ = Id (variante de
1.7 (b)), on a (d∗Lλ) ∈ Db

c (X′×s′ η
′,Z/ngZ,E). Il suffit de montrer que pour tout x ∈ |X|,

tout x̄ → x et tout (g ,φ,ψ) ∈ Gd (x, x̄,η1) avec ρ(φ) = F f m
0 , m ≥ 1, (Tr((g ,φ,ψ), (Lλ)x̄ ))λ∈I

est E-compatible. Notons T la composante de S1 ×S S(m) dominée par S′, H = Gd (T),
Y = X ×s1 t . Soient y ∈ |Y| au-dessus de x, ȳ → y au-dessus de x̄ → x. D’après 4.2, on a
(g ,φ,ψ) ∈ Hd (y, ȳ ,ηT), correspondant à (1,φ,ψ) ∈ (Z/ngZ)d (y, ȳ ,ηT). Formons le dia-
gramme commutatif à carrés cartésiens

(X′, (Z/ngZ)d (S′))
(Id,∆)//

��

(X′, (Z/ngZ×Z/ngZ)d (S′)) //

��

(Y×s(m) s(ng m),Z/ngZ×Z/ngZ) //

��

(Y,Z/ngZ)

��
(S′, (Z/ngZ)d (S′))

(Id,∆)// (S′, (Z/ngZ×Z/ngZ)d (S′)) // (t ×s(m) s(ng m),Z/ngZ×Z/ngZ) //

��

(t ,Z/ngZ)

��
(s(ng m),Z/ngZ) // (s(m), {1})
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Soient x ′ ∈ |X′| au-dessus de y , x ′ → x ′ au-dessus de ȳ → y . D’après une variante de 1.11
(b), l’homomorphisme (Z/ngZ×Z/ngZ)d (x ′, x ′,η′) → (Z/ngZ)d (y, ȳ ,ηT) est un isomor-

phisme. Soit (1̄,b,φ,ψ) ∈ (Z/ngZ×Z/ngZ)d (x ′, x ′,η′) l’image inverse de (1̄,φ,ψ). Alors

(b,φ) ∈ (Z/ngZ)d (ηng m , η̄), donc b = 1̄. Bref, dx ′,η′ : (Z/ngZ)d (x ′, x ′,η′) → Gd (x, x̄,η1)

envoie (1̄,φ,ψ) sur (g ,φ,ψ). Donc les

Tr((g ,φ,ψ), (Lλ)x̄ ) = Tr((1̄,φ,ψ), (d∗Lλ)x ′)

forment un système E-compatible.

4.7. Soit (X,S1,G) ∈ Eq(DS). On a le foncteur des cycles proches

RΨX/S1 : Db
c (Xη1 ,G,Ql ) → Db

c (Xs1 ×s1 η1,G,Ql ).

Un morphisme dans Eq(DS) de la forme ( f , Id,α) : (X,S1,G) → (Y,S1,H) induit un mor-
phisme RΨY/S1 R( fη1 ,α)∗ → R( fs1 ,α)∗RΨX/S1 , qui est un isomorphisme lorsque f est
propre.

Pour (X,S1,G) ∈ Eq(DS), L ∈ Db
c (Xη1 ,G,Ql ), on a, avec les notations de 2.3 et 4.3,

(4.7.1) Cm,g RΨX/S1 L ' RΨYm,g /Tm,g (C(Xη1 ,G),m,g L)ηTm,g
.

Le résultat principal de ce § est le suivant.

Théorème 4.8. Soient S1 un trait fini sur S, X un schéma de type fini sur S1, G un
groupe fini agissant sur X → S1 par des S-automorphismes. Alors RΨX/S1 préserve la
E-compatibilité.

Pour S d’égale caractéristique (ou du moins, pour S le hensélisé en un point fermé
d’une courbe lisse sur Fp f ), le résultat était connu de Gabber, mais non publié.

Pour (g ,φ,ψ) ∈ Gs1,η1
avec ρ(φ) = F f n

0 , n ∈Z, 4.8 combiné avec I.2.4 et I.5.3 implique
que ∑

i∈Z
(−1)i Tr((g ,φ,ψ),Hi

c (X s̄ , (RΨX/S1Ql )s̄)) ∈ p f d min{0,n}Z

est indépendant de l , où d = dimXη. On retrouve ainsi le cas (très particulier) de
[Mie07, 6.1.3] où Γ est le graphe transposé de ag .

La démonstration de 4.8 sera donnée en 4.12. Commençons par les deux cas parti-
culiers suivants.

Lemme 4.9. Supposons de plus X quasi-fini sur S1. Alors RΨX/S1 préserve la E-
compatibilité.

Lemme 4.10. Soient G un groupe fini agissant sur un trait S1 fini sur S, (X,Z) un couple
semi-stable G-strict sur S1, u : X −Z ,→ Xη1 , (Lλ)λ∈I ∈ Db

c (X −Z,G,E) avec Lλ vérifiant
3.0.1. Alors on a

(RΨX/S1 Ru∗Lλ)λ∈I ∈ Db
c (Xs1 ×s1 η1,G,E).

Pour la notion de couple semi-stable G-strict, on renvoie aux définitions qui pré-
cèdent 3.8.
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Démonstration de 4.9. On peut supposer X réduit. Soit f : X′ → X le normalisé de X.
Alors fη = Id et RΨX/S1 ' R fs∗RΨX′/S1 . Donc on peut supposer X normal de sorte que
X est somme disjointe de spectres d’extensions finies de s1, de spectres d’extensions
finie de η1 et de traits finis sur S1. On peut supposer que X = S3 est un trait fini sur S1.
Soient K2 une sous-extension maximale non ramifiée de K3/K1, S2 le normalisé de S1

dans K2, g : S3 → S2. Alors RΨS3/S1 ' RΨS2/S1 Rgη1∗. Comme RΨS2/S1 : Db
c (η2,G,Ql ) →

Db
c (s2 ×s1 η1,G,Ql ) s’identifie à l’identité, il résulte de 1.18 (iv) que RΨS3/S1 préserve la

E-compatibilité.

Démonstration de 4.10. Soit D une composante de Xs . On note par Z(D) la réunion des
autres composantes de Z. Formons le diagramme commutatif à carrés cartésiens

X−Z� _

u

��

� � // X−Z(D)

��

D◦oo
� _

j
��

D� _

��
Xη

� � // X Xsoo

Comme Lλ est modérément ramifié sur X, on a un isomorphisme (I.5.6.2)

(RΨX/S1 Ru∗Lλ)|D ' R j∗RΨ(X−Z(D))/S1
Lλ.

Cet isomorphisme est Gd (D)-équivariant. Appliquant 1.16 dans le cas fini (variante 4.5)
à R j∗, on est ramené à prouver la proposition au cas où Z = Xs est un diviseur régulier.
Alors X → S1 est lisse. D’après 4.6 et (4.7.1), on peut supposer G = {1}. Soit x ∈ |Xs |. Il
existe un sous-schéma fermé Y de X qui est un trait fini étale sur S′ de point fermé x.
D’après I.5.6 (iii), (RΨX/S1 Lλ)x ' RΨY/S1 (Lλ)ηY . Il suffit donc d’appliquer 4.9 à Y → S1.

4.11. Fin de la démonstration de 1.16. Pour finir la démonstration, il reste à traiter le
cas des courbes. Plus précisément, il reste à prouver les énoncés (A) et (B) de 3.1 pour
K un corps local.

Prouvons d’abord (B). On peut supposer X géométriquement irréductible. On ap-
plique 3.8 à G = {1} et X → S et on obtient un groupe fini G′ et un diagramme commu-
tatif G′-équivariant

U′ � � j ′ //

vU

��
�

X′

v
��

� � j1 // Y
g // S′

u
��

U
� � j // X // S

avec (Y,Y−U′) un couple semi-stable G′-strict sur S′, Y−U′ = Ys′∪H, où H est la réunion
d’un nombre fini de sections de g . Quitte à rétrécir Y, on peut supposer que X′ = Yη′ .
Notons que v est fini. Le cône de Lλ → (vU,α)∗v∗

ULλ est à support de dimension 0
(1.7 (a)), où α : G′ → {1}. D’après 1.18 (iv), ((vU,α)∗v∗

ULλ)λ∈I est E-compatible, donc
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il suffit de vérifier que les R j∗(vU,α)∗v∗
ULλ = (v,α)∗R j ′∗v∗

ULλ forment un système E-
compatible. Comme (v,α)∗ préserve la E-compatibilité, il suffit donc de vérifier que
(R j ′∗L′

λ
)λ∈I est E-compatible, où L′

λ
= v∗

ULλ. D’après I.5.6 (i), on a i∗s′RΨY/S′R j ′∗L′
λ
'

RΨH/S′ i∗
η′R j ′∗L′

λ
, où is′ : H ∩ Ys′ → Ys′ , iη′ : H ∩ Yη′ → Yη′ . Cet isomorphisme est G′-

équivariant. Comme RΨH/S′ : Db
c (Hη′ ,G′,Ql ) → Db

c (Hs′ ×s′ η
′,G′,Ql ) s’identifie à l’iden-

tité, il suffit alors d’appliquer 4.10.
Prouvons (A). Plus généralement, prouvons que si G est un groupe fini agissant sur

aX comme dans (A) par des η-automorphismes, et (Lλ)λ∈I ∈ Db
c (X,G,E) avec tous les Lλ

vérifiant 3.0.1, alors (RaX!Lλ)λ∈I ∈ Db
c (η1,G,E). On peut supposer X géométriquement

irréductible sur η1. Soit S1 le normalisé de S dans K1. L’action de G sur η1 se prolonge
en une action sur S1. On applique 3.8 à X → S1 et obtient un homomorphisme surjectif
α : G′ → G et un diagramme commutatif G′-équivariant

X′

v

��

� � j // Y
g // S′

u
��

X // S1

avec (Y,Y − X′) un couple semi-stable G′-strict sur S′ et g propre. Le cône de Lλ →
(v,α)∗v∗Lλ est à support de dimension 0. Donc il suffit de vérifier que (RaX!(v,α)∗v∗Lλ)λ∈I

appartient à Db
c (η1,G,E). Soit L′

λ
= v∗Lλ. On a RaX!(v,α)∗L′

λ
= (uη1 ,α)∗Rgη′∗R jη′!L′

λ
,

RΨS′/S′Rgη′∗R jη′!L
′
λ ' Rgs∗RΨY/S′R jη′!L

′
λ.

Comme RΨS′/S′ : Db
c (η′,G,Ql ) → Db

c (s′×s′ η
′,G,Ql ) s’identifie à l’identité, il suffit de vé-

rifier que (RΨY/S′R jη′!L′
λ

)λ∈I appartient à Db
c (Ys′ ,G,E). On a le triangle distingué

RΨY/S′R jη′!L
′
λ→ RΨY/S′R jη′∗L′

λ→ RΨY/S′ i∗i∗R jη′∗L′
λ→,

où i : Yη′ −X′ → Yη′ . Pour le deuxième terme, on applique 4.10. Pour le troisième, on
applique (B), 2.4 et 4.9. On a achevé la démonstration de 1.16.

4.12. Démonstration de 4.8. Supposons #I = 2. Il suffit de montrer pour tout d ∈N :

(∗d ) Pour tout (X,S1,G) ∈ Eq(DS) et toute famille E-compatible (Lλ)λ∈I sur Xη1 , de
support de dimension ≤ d , la famille (RΨX/S1 Lλ)λ∈I est E-compatible.

On montre (∗d ) par récurrence sur d . On peut supposer dimXη ≤ d et X réduit. Si
d = 0, alors X est quasi-fini sur S1. Ce cas est déjà traité en 4.9. Soit d ≥ 1 tel que
(∗d−1) soit vrai. Prouvons (∗d ). Soit w : U ,→ Xη un ouvert dense G-stable affine et
normal. Comme (Rw∗w∗Lλ)λ∈I est E-compatible (le cas local de 1.16) et le cône Mλ

de Lλ → Rw∗w∗Lλ est à support dans Yη−U de dimension ≤ d −1, (RΨX/S1 Mλ)λ∈I est
E-compatible en vertu de l’hypothèse de récurrence (∗d−1). Donc il suffit de montrer
que (RΨX/S1 Rw∗w∗Lλ)λ∈I est E-compatible. Quitte à remplacer U par un sous-schéma
ouvert fermé G-stable de U, on peut supposer que G agit transitivement sur π0(U).
Soit C une composante connexe de U. Alors (C,Gd (C)) → (U,G) est cocartésien (1.1.2).
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D’après 1.5.1, quitte à remplacer U par C, X par l’adhérence de C et G par Gd (C), on
peut supposer X irréductible. En appliquant 3.5, quitte à rétrécir U, on peut supposer
qu’il existe ( f ,α) : (Z,G′) → (U,G) faisant de Z un (Kerα)-torseur sur U et tel que les

f ∗Lλ vérifient 3.0.1. On applique 3.7 au morphisme composé Z
f−→ U ,→ X et trouve un

diagramme commutatif G′-équivariant

Z

f
��

� � j // Y

g

��
U

� � // X

où g est propre et j est une immersion ouverte. Notons L′
λ
= w∗Lλ. On a L′

λ
'

R( f ,α)∗ f ∗L′
λ

(1.7 (a)), donc

RΨX/S1 Rw∗L′
λ ' RΨX/S1 Rw∗R( f ,α)∗ f ∗L′

λ = RΨX/S1 R(gη1 ,α)∗R jη1∗ f ∗L′
λ

' R(gs1 ,α)∗RΨY/S1 R jη1∗ f ∗L′
λ.

Quitte à changer les notations, il suffit de montrer l’assertion suivante

(†d ) Soient (X,S1,G) ∈ Eq(DS) tel que dimXη1 ≤ d , w : U ,→ Xη1 ouvert G-équivariant,
(Lλ)λ∈I ∈ Db

c (U,G,E) tel que les Lλ vérifient 3.0.1. On a (RΨX/S1 Rw∗Lλ)λ∈I ∈ Db
c (Xs1 ,G,E).

Soit K′ une extension finie galoisienne de KG
1 contenant K1 telle que les com-

posantes irréductibles de U ⊗K1 K′ soient géométriquement irréductibles. Soient u :
S′ → S1 le normalisé de S1 dans K′, X′ = X ×S1 S′, w ′ = w ×S1 S′, G′ = G ×Gal(K1/KG

1 )

Gal(K′/KG
1 ), α : G′ → G la projection. Alors RΨX/S1 Rw∗ ' (uXs1

,α)∗u∗
Xs1

RΨX/S1 Rw∗ '
(uXs1

,α)∗RΨX′/S′Rw ′∗u∗
U. Donc on peut supposer que les composantes irréductibles de

U sont géométriquement irréductibles. Comme au début de la démonstration, quitte
à remplacer X par Xred et à rétrécir U, on peut supposer en plus U normal. Quitte à
remplacer U par une composante connexe C, X par l’adhérence de C, et G par Gd (C)
(1.1.2, 1.5.1), on peut supposer X intègre et Xη1 géométriquement irréductible. Le pro-
blème étant local, on peut supposer en plus X séparé (voire affine). Comme d ≥ 1, on
applique 3.8 et obtient β : G′ → G et un diagramme commutatif G′-équivariant

V
� � j // U′ � � w ′

//

v1U

��
vU

��

X′
η

��

� � // X′

""EEEEEEEEEE

v1

��
v

��

U×η1 η
′ � � wS′ //

uU

��

Xη×η1 η
′

��

� � // X×S1 S′ //

uX

��

S′

u

��
U

� � // Xη
� � // X // S1

à carrés cartésiens tels que (u,β) et (v,β) soient des altérations galoisiennes, et que
(X′,X′−V) soit un couple semi-stable G′-strict sur S′. Le V du diagramme est le X′−Zd

de 3.8. Soit GS′ = G′/Kerβ∩Ker(G′ → Aut(S′)). Alors β se factorise en G′ β1−→ GS′
α−→ G, GS′
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agit sur S′ et le morphisme ((v1U)red,β1) : (U′,G′) → ((U×η1 η
′)red,GS′) est une altération

galoisienne. D’après 1.7 (a),

RΨX/S1 Rw∗Lλ ' (uXs ,α)∗(uXs ,α)∗RΨX/S1 Rw∗Lλ ' (uXs ,α)∗RΨX×S1 S′/S′RwS′∗(uU,α)∗Lλ,

où uXs est le changement de base de uX par Xs → X, et le cône de

(uU,α)∗Lλ→ R(v1U,β1)∗(v1U,β1)∗(uU,α)∗Lλ

est à support de dimension ≤ d −1. Grâce au cas local de 1.16 (variante 4.5) et l’hypo-
thèse de récurrence (∗d−1), il suffit donc de voir que les

(uXs ,α)∗RΨX×S1 S′/S′RwS′∗R(v1U,β1)∗(v1U,β1)∗(uU,α)∗Lλ

' R(vXs ,β)∗RΨX′/S′Rw ′
∗(vU,β)∗Lλ

forment un système E-compatible. Ici vXs est le changement de base de v par Xs → X.
Quitte à remplacer v∗

ULλ par R j∗ j∗v∗
ULλ, on est donc ramené à montrer (†d ) dans le

cas où (X,X−U) est un couple semi-stable G-strict. Ceci est déjà fait en 4.10.

La définition suivante généralise 1.14.

Définition 4.13. Soit (X,G) ∈ Eq/S. Un système (Lλ)λ∈I ∈ ∏
λ∈I Db

c (X,G,Qlλ) est E-
compatible si ( j∗Lλ)λ∈I et (i∗Lλ)λ∈I sont E-compatibles, où j : Xη ,→ X, i : Xs → X.

Pour (X,S1,G) ∈ Eq(DS), le foncteur des cycles évanescents

RΦX/S1 : Db
c (X,G,Ql ) → Db

c (Xs1 ×s1 η1,G,Ql )

préserve la E-compatibilité. C’est une conséquence immédiate de 4.8.

Exemple 4.14. Soient T et T′ deux traits henséliens d’égale caractéristique, à corps ré-
siduel k = Fp f , munis d’uniformisantes. Soit (E,I,γ) comme plus haut avec E conte-
nant les racines p-ièmes de l’unité. Soit ψ : Fp → E× un caractère. Pour λ ∈ I, on note

ψλ = ιλ ◦ψ : Fp →Qlλ
×

. Alors les transformations de Fourier locales [Lau87, 2.3.2.4]

F (0,∞′)
ψ ,F (∞,0′)

ψ ,F (∞,∞′)
ψ : Modc (ηT,Ql ) → Modc (ηT′ ,Ql )

préservent la E-compatibilité. Plus précisément, pour (Vλ)λ∈I ∈
∏
λ∈I Modc (ηT,Qlλ), E-

compatible, les systèmes

(F (0,∞′)
ψλ

Vλ)λ∈I, (F (∞,0′)
ψλ

Vλ)λ∈I, (F (∞,∞′)
ψλ

Vλ)λ∈I

sont E-compatibles. Cela résulte de [ibid., 2.4.2.1], de la stabilité de la E-compatibilité
par RΦ, et de 3.4.

La proposition suivante généralise 1.16 et 1.17.

Proposition 4.15. La E-compatibilité sur S est stable par les six opérations et la dualité.
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Démonstration. La stabilité par ⊗ et ( f ,α)∗ est triviale. Il suffit de prouver la stabilité
par R( f ,α)∗ et D.

On montre d’abord que pour (X,G) ∈ Eq/S, (Lλ)λ∈I ∈ Db
c (Xη,G,E), on a (R j∗Lλ)λ∈I ∈

Db
c (X,G,E), où j : Xη ,→ X. La suite spectrale de Hochschild-Serre donne

Epq
2 = Hp (Iη,RqΨX/SLλ) ⇒ i∗Rp+q j∗Lλ,

où Iη = Ker(Gal(η̄/η) → Gal(s̄/s)), i : Xs → X. Comme (RΨX/SLλ)λ∈I est E-compatible
(4.8), il suffit de montrer que pour (Y,G) ∈ Eq/s, (Mλ)λ∈I ∈ Db

c (Y ×s η,G,E), on a
(RΓ(Iη,Mλ))λ∈I ∈ Db

c (Y,G,E). Pour cela, on peut supposer que Y est fini sur s, #I = 2,

[Mλ] = [Fλ]− [Gλ], [Fλ], [Gλ] ∈ Modc (Y×s η,G,Qlλ) et Iη agit sur Fλ et Gλ par un quo-
tient fini Q. Alors(

[RΓ(Iη,Mλ)]
)
λ∈I =

(
[F Q

λ
]− [F Q

λ
(−1)]− [G Q

λ
]+ [G Q

λ
(−1)]

)
λ∈I

∈ K(Y,G,E).

Prouvons la stabilité par R( f ,α)∗, où ( f ,α) : (X,G) → (Y,H) est un morphisme dans
Eq/S. Soit (Lλ)λ∈I ∈ Db

c (X,G,E). On a les triangles distingués

i∗Ri !Lλ→ Lλ→ R j∗ j∗Lλ→,

R( f i ,α)∗Ri !Lλ→ R( f ,α)∗Lλ→ R( f j ,α)∗ j∗Lλ→ .

Comme (R j∗ j∗Lλ)λ∈I est E-compatible, (Ri !Lλ)λ∈I l’est aussi. Il suffit donc d’appliquer
1.16 pour R( fs ,α)∗ et R( fη,α)∗.

Prouvons la stabilité par D. Soit (Lλ)λ∈I ∈ Db
c (X,G,E). On a le triangle distingué

i∗D(Xs ,G)(i∗Lλ) → D(X,G)Lλ→ R j∗D(Xη,G) j∗Lλ→ .

Il suffit donc d’appliquer 1.17 pour D(Xs ,G) et D(Xη,G).

Remarque 4.16. Si on remplace les faisceaux usuels par les faisceaux de Weil [Del80,
1.1.10], on peut définir la E-compatibilité de la même manière. Tous les résultats
concernant la E-compatibilité (notamment 4.15, 4.8, 3.10, 3.4) restent valables.

5 Appendice : Indépendance de l sur les champs algébriques

Soient K un corps fini de caractéristique p ou un corps local de caractéristique
résiduelle p (1.13), η = SpecK. On note Ch/η la catégorie des η-champs algébriques
[LMB00, 4.1] de type fini. Soit l un nombre premier 6= p. Pour X ∈ Ch/η, on note
Modc (X ,Ql ) la catégorie des Ql -faisceaux constructibles sur le site lisse-étale de X

[ibid., 12.1 (i)]. On dispose, par [LO08], d’une catégorie triangulée Db
c (X ,Ql ) munie

d’une t-structure usuelle de cœur Modc (X ,Ql ) et d’un formalisme de six opérations.
Pour f : X →Y un morphisme de η-champs algébriques de type fini, on a

DX : Db
c (X ,Ql )op → Db

c (X ,Ql ),

−⊗− : Db
c (X ,Ql )×Db

c (X ,Ql ) → Db
c (X ,Ql ),

RH omX (−,−) : Db
c (X ,Ql )op ×Db

c (X ,Ql ) → Db
c (X ,Ql ),

f ∗,R f ! : Db
c (Y ,Ql ) → Db

c (X ,Ql ).
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Rappelons que f est dit relativement de Deligne-Mumford [LMB00, 7.3.3], si pour tout
schéma affine Y et tout morphisme Y →Y , le produit fibré Y×Y X est un η-champ de
Deligne-Mumford. Dans ce cas, on a

R f∗,R f! : Db
c (X ,Ql ) → Db

c (Y ,Ql ).

Si X est un η-champ de Deligne-Mumford de type fini, Modc (X ,Ql ) s’identifie à la
catégorie desQl -faisceaux constructibles sur le site étale de X [ibid., 12.1 (ii)].

Le foncteur

F : Eq/η→ Ch/η

(X,G) 7→ [X/G] = [X/G/η] [ibid., 2.4.2, 3.4.1]

n’est ni fidèle ni plein. Notons S l’ensemble des flèches ( f ,α) : (X,G) → (Y,H) dans Eq/η
telles que G soit isomorphe à H×H′, α s’identifie à la projection H×H′ → H, et f fasse
de X un H′-torseur sur Y. Notons Q : Eq/η→ (Eq/η)(S−1) le foncteur de localisation.

Proposition 5.1. La catégorie localisée (Eq/η)(S−1) admet un calcul de fractions à droite
au sens faible ( i. e., pour toute flèche t dans (Eq/η)(S−1), il existe des flèches s, t ′ dans
Eq/η avec s ∈ S telles que t = Q(t ′)Q(s)−1). Le foncteur F se factorise en

(Eq/η)
Q−→ (Eq/η)(S−1)

F̃−→ Ch/η,

où F̃ est un foncteur plein ( i. e., F̃ envoie Hom(Eq/η)(S−1)(A,B) sur HomCh/η(F̃A, F̃B), pour
tous A,B ∈ (Eq/η)(S−1)).

Démonstration. On vérifie que

(i) Pour tout (X,G) ∈ Eq/η, Id(X,G) ∈ S.
(ii) Pour tout s1, s2 ∈ S, composables, s1 ◦ s2 ∈ S.
(iii) Tout diagramme dans Eq/η de la forme

s
��

t
//

où s ∈ S, peut être complété en un diagramme commutatif dans Eq/η

//

s′
��

s
��

t
//

où s′ ∈ S.

Donc (Eq/η)(S−1) admet un calcul de fractions à droite au sens faible.
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Pour tout s ∈ S, F(s) est un isomorphisme. Donc F se factorise à travers Q. Montrons
que F̃ est plein. Soient (X,G), (Y,H) ∈ Eq/η, α : [X/G] → [Y/H] dans Ch/η. Formons le
diagramme 2-commutatif de η-champs à carrés 2-cartésiens

X′

��

// X

��
X

��

// [X/G]

α

��
Y // [Y/H]

Notons s : (X′,G×H) → (X,G), t : (X′,G×H) → (Y,H). Alors s ∈ S et Ft = α ◦ Fs, i. e.,
α= F̃(t s−1).

Proposition 5.2. Pour (X,G) ∈ Eq/η, il existe une équivalence de catégories canonique
oX,G qui rend 2-commutatif le diagramme suivant

Db
c ([X/G],Ql )

oX,G //

p∗
X,G ''OOOOOOOOOOO

Db
c (X,G,Ql )

ωX,G

��
Db

c (X,Ql )

où pX,G : X → [X/G] est la projection, ωX,G est le foncteur oubli de l’action de G. Cette
équivalence commute aux six opérations et à la dualité. Plus précisément, on a

oX,GRH om[X/G](−,−) ' RH om(X,G)(oX,G−,oX,G−),(5.2.1)

oX,G(−⊗−) ' (oX,G−)⊗ (oX,G−), oX,GD[X/G] ' D(X,G)oX,G,(5.2.2)

et, pour ( f ,α) : (X,G) → (Y,H) un morphisme dans Eq/η, on a

oX,G[ f /α]∗ ' ( f ,α)∗oY,H,(5.2.3)

oY,HR[ f /α]∗ ' R( f ,α)∗oX,G,(5.2.4)

et, lorsque f est séparé, on a

oX,GR[ f /α]! ' R( f ,α)!oY,H,(5.2.5)

oY,HR[ f /α]! ' R( f ,α)!oX,G.(5.2.6)

Démonstration. Au niveau des topos étales, on a un diagramme 2-commutatif de fonc-
teurs images inverses [LMB00, 12.3.3, 12.4.6]

[X/G]∼ ∼ //

%%KKKKKKKKKK (X,G)∼

��
X∼

d’où l’existence de oX,G. Les isomorphismes (5.2.1) à (5.2.4) sont clairs. Les isomor-
phismes (5.2.5) et (5.2.6) s’en déduisent par la dualité.
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Remarque. Le diagramme

Db
c ([Y/H],Ql )

(∗)[ f /α]∗

��

oY,H //

p∗
Y,H

++WWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWW Db
c (Y,H,Ql )

ωY,H

&&MMMMMMMMMM

( f ,α)∗

���
�
�
�
�
�
�

Db
c (Y,Ql )

f ∗

��

Db
c ([X/G],Ql )

oX,G //___

p∗
X,G

++WWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWWW Db
c (X,G,Ql )

ωX,G

&&M
M

M
M

M

Db
c (X,Ql )

dont le carré (∗) correspond à (5.2.3), est 2-commutatif. Des diagrammes analogues
existent pour (5.2.1), (5.2.2) et (5.2.5).

5.3. En vertu de 5.2, on peut interpréter certains cas de 1.6 et 1.7 en termes des champs.
Si ( f ,α) : (X,G) → (Y,Q) est un morphisme de Eq/η vérifiant les hypothèses de 1.7
(b) (α est surjectif et f fait de X un (Kerα)-torseur sur Y), alors [ f /α] : [X/G] → [Y/Q]
est un isomorphisme, d’où les conclusions de 1.7 (a) et (b) (les flèches d’adjonction
Id → ( f ,α)∗( f ,α)∗ et ( f ,α)∗( f ,α)∗ → Id sont des isomorphismes). La proposition 1.6
(cas S = η) s’interprète comme un théorème de changement de base pour les champs
algébriques (cf. [LO08, § 12]) en vertu de la proposition suivante.

Proposition 5.4. Soient ( f ,α) : (X,G) → (Y,H), (g ,β) : (Y′,H′) → (Y,H) deux morphismes
de même but dans Eq/η. Pour r ∈ H, formons le carré cartésien

(5.4.1) (X′,G′)r
(h,γ)r //

( f ′,α′)r

��

(X,G)

( f ,α)
��

(Y′,H′)
(g ,β) // (Y,H)

Tr // (Y,H)

où Tr = (ar ,h 7→ r−1hr ) est comme dans 1.1. Le η-champs [X′/G′]r = F((X′,G′)r ) ne dé-
pend, à isomorphisme près, que de la double classe (Imβ)r (Imα) ⊂ H et le carré

(5.4.2)
∐

r [X′/G′]r

[ f ′/α′]r

��

[h/γ]r // [X/G]

[ f /α]

��
[Y′/H′]

[g /β] // [Y/H]

est 2-cartésien, où r parcourt un système de représentants de Imβ\H/Imα.

Démonstration. Comme F(Tr ) ' Id[Y/H], (5.4.2) est 2-commutatif. Il suffit de montrer
que pour tout η-schéma affine connexe non vide U, le foncteur∐

r
([X′/G′]r )U

(([ f ′/α′]r )U ,([h/γ]r )U)−−−−−−−−−−−−−−−→ [Y′/H′]U ×[Y/H]U [X/G]U



80 II. Sur l’indépendance de l en cohomologie l-adique sur les corps locaux

est une équivalence de catégories et que l’image essentielle de ([X′/G′]r )U ne dépend
que de la double classe de r . Construisons un quasi-inverse v du foncteur. Un ob-
jet de [Y′/H′]U ×[Y/H]U [X/G]U est un triplet (Z,W,k) où Z ∈ [Y′/H′]U, W ∈ [X/G]U, k
est un isomorphisme [g /β]U(Z)

∼−→ [ f ,α]U(W) dans [Y/H]U. Rappelons que Z est un
H′-torseur sur U muni d’un η-morphisme H′-équivariant Z → Y′ et le morphisme
(Z,H′) → ([g /β]U(Z),H) est cocartésien (1.1). Notons β∗Z = [g /β]U(Z). De même
pour W et [ f ,α]U(W) : α∗W = [ f ,α]U(W). L’isomorphisme k est un Y-morphisme
H-équivariant. Pour r ∈ H, formons le carré cartésien au-dessus de (5.4.1)

Vr

��

// W

��
Z // β∗Z

ar ◦k=k◦ar

∼ // α∗W

Notons C = {r ∈ G |Vr 6= ; }. Alors C ∈ Imβ\H/Imα. Pour r ∈ C, Vr est un G′-torseur
sur U. On pose v(Z,W,k) = Vr .

Soient E, I, γ comme dans 1.13.

Définition 5.5. Soient X ∈ Ch/η, (Lλ)λ∈I ∈ ∏
λ∈I Db

c (X ,Qlλ). On dit que (Lλ)λ∈I est
(E,I,γ)-compatible (ou E-compatible s’il n’y a pas de confusion à craindre) si pour
tout morphisme i : x → X dans Ch/η où x est le spectre d’une extension finie de K,
(i∗Lλ)λ∈I appartient à Db

c (x,E) (1.14).

Les systèmes E-compatibles sur X forment une sous-catégorie triangulée de∏
λ∈I Db

c (X ,Qlλ), notée Db
c (X ,G,E). Lorsque X = X est un schéma, la définition ci-

dessus coïncide avec 1.14 : Db
c (X ,E) ' Db

c (X,E) = Db
c (X,{1},E). Plus généralement, on

a

Proposition 5.6. Pour (X,G) ∈ Eq/η et (Lλ)λ∈I ∈
∏
λ∈I Db

c ([X/G],Qlλ), (Lλ)λ∈I appartient
à Db

c ([X/G],E) si et seulement si (oX,GLλ)λ∈I appartient à Db
c (X,G,E).

Démonstration. La suffisance est claire. En effet, soient (Lλ)λ∈I ∈
∏
λ∈I Db

c ([X/G],Qlλ) tel
que (oX,GLλ)λ∈I ∈ Db

c (X,G,E), i : x → [X/G] dans Ch/η où x est le spectre d’une exten-
sion finie de K. D’après 5.1, il existe des morphismes s : (Y,H) → (x, {1}), t : (Y,H) →
(X,G) dans Eq/η vérifiant s ∈ S, tels que i = F(t )F(s)−1. D’après 5.2,

i∗Lλ ' F(s)∗F(t )∗Lλ ' s∗t∗oX,GLλ.

Donc (i∗Lλ)λ∈I est E-compatible, en vertu de 1.18 (iv).
Prouvons la nécessité. Soient (Lλ)λ∈I ∈ Db

c ([X/G],E), x ∈ |X|. Alors, d’après 5.2,
i∗x oX,GLλ ' ox,Gd (x)F(ix )∗Lλ, où ix : (x,Gd (x)) → (X,G). Quitte à remplacer (X,G) par
(x,Gd (x)), Lλ par F(ix )∗Lλ, on peut supposer que X est le spectre d’une extension finie
de K. On applique alors la construction 2.3 : pour g ∈ G, m ≥ 1, on a construit

(X(m,g ), {1}) (Xηng m ,Z/ngZ)
em,goo

dm,g // (X,G),
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donnant lieu à

X(m,g ) [Xηng m /(Z/ngZ)]
Fem,g

∼oo
Fdm,g // [X/G].

D’après 5.2,

Cm,g oX,GLλ = em,g∗d∗
m,g oX,GLλ ' (Fem,g )∗(Fdm,g )∗Lλ ' ((Fdm,g )(Fem,g )−1)∗Lλ.

Donc on a (Cm,g oX,GLλ)λ∈I ∈ Db
c (X(m,g ),E). Par conséquent, on a (oX,GLλ)λ∈I ∈ Db

c (X,G,E)
en vertu de 2.4.

Proposition 5.7. Pour X ∈ Ch/η, (Lλ)λ∈I ∈
∏
λ∈I Db

c (X ,Qlλ) est E-compatible si et seule-
ment si pour tout morphisme lisse φ : X → X , où X un schéma affine, on a (φ∗Lλ)λ∈I ∈
Db

c (X,E).

Démonstration. La nécessité est claire. La suffisance découle de [LMB00, 6.3].

Proposition 5.8. La E-compatibilité est stable par la dualité, ⊗, RH om, f ∗, R f !, et,
lorsque f est relativement de Deligne-Mumford, par R f∗ et R f!.

Démonstration. La stabilité par ⊗ et par f ∗ résulte de la définition. Pour la dualité, on
applique 5.7. Soient (Lλ)λ∈I ∈ Db

c (X ,E), X un schéma affine, φ : X → X un morphisme
lisse. On peut supposer que φ est purement de dimension n. Alors

φ∗DX Lλ ' DXRφ!Lλ ' (DXφ
∗Lλ)(−n)[−2n],

donc (φ∗DX Lλ)λ∈I est E-compatible.
Il reste à vérifier la stabilité par R f! pour f : X → Y relativement de Deligne-

Mumford. D’après le théorème de changement de base [LO08, 12.5.3], on peut sup-
poser que Y = y est le spectre d’une extension finie de K. Alors X est un champs de
Deligne-Mumford. D’après [LMB00, 6.1.1], il existe un ouvert non vide U ' [X/G], où X
est un schéma affine de type fini sur y , G un groupe fini agissant à droite sur X. Soient
j : U ,→X , i l’immersion fermée complémentaire. Alors on a le triangle distingué

R( f j )! j∗Lλ→ R f!Lλ→ R( f i )!i
∗Lλ→ .

D’après 1.16, 5.1, 5.2 et 5.6, R( f j )! préserve la E-compatibilité. On conclut par récur-
rence noethérienne.

Exemple 5.9. Soit π : V → η un fibré vectoriel de rang constant r . Alors Gm = Gm,η agit
par homothétie sur V et on peut former le η-champ quotient π̄ : V = [V/Gm] → η. Soit
π∨ : V∨ → η le fibré vectoriel dual de π. Comme précédemment, on forme le η-champ
quotient π̄∨ : V ∨ = [V∨/Gm] → η. Alors la transformation de Fourier homogène [Lau03,
1.5] FourV /η : Db

c (V ,Ql ) → Db
c (V ∨,Ql ) préserve la E-compatibilité.

En effet, comme dans la démonstration de [ibid., 1.9], il suffit de montrer que pour
(Lλ)λ∈I ∈ Db

c (V ,E), les systèmes

FourV /η(i∗i∗Lλ) ' (π∨)∗σ∗i∗Lλ[r ],

i∨∗ (i∨)∗FourV /η( j! j∗Lλ) ' i∨∗σ
∗Rπ! j! j∗Lλ[r ],

j∨! ( j∨)∗FourV /η( j! j∗Lλ) ' j∨! Rpr∨! (pr∗ j∗Lλ⊗RJ∗Qlλ)[r −1]
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sont E-compatibles. Ici i : B(Gm) → V , i∨ : B(Gm) → V ∨, j : P(V) ,→ V , j∨ : P(V∨) ,→ V ,
π = [π/Gm] : V → B(Gm), π∨ = [π∨/Gm] : V ∨ → B(Gm), σ : B(Gm) → B(Gm) envoie L

sur L ⊗−1, pr∨ et pr sont les deux projections canoniques de P(V∨)×P(V), J est une
immersion ouverte [ibid., 1.5]. Ces morphismes étant tous relativement de Deligne-
Mumford, voire représentables [LMB00, 3.9], il suffit d’appliquer 5.8.

Pour les champs algébrique de type fini sur un corps fini, on dispose, par [LO09,
§ 9], d’un formalisme de poids. On a des analogues de 2.6 et de 2.7.
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